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CHAPITRE I. 


LA NOTION DE PROBABILITE. ELEMENTAIRE. 


J. — RAPPEL DES PRINCIPES GENERAUX DU CaLcUL DES PROBABILITES. 


La définition classique de la probabilité suppose la considération 
préalable, a propos d’un événement, de cas élémentaires, tous égale- 
ment possibles dans les conditions ot l’on se place. La probabilité de 
lévénement est le rapport du nombre des cas dans lesquels il se réalise 
(cas fayorables) au nombre total des cas. 

Cette définition se rapporte aux problémes pour lesquels le nombre 
total des cas est fini; elle est le point de départ de la Théorie des 
Probabilités discontinues. 

Lhypothése relative a la possibilité d’énumérer des chances égales 
entre elles est fondamentale. L’égalité des chances n’est jamais qu’ap- 
proximative dans les cas concrets. 

Le Calcul des Probabilités proprement dit est l Arithmétique 
construite avec cette numération des chances elémentaires. Beaucoup 
de problémes de cette Arithmétique, et notamment la plupart de ceux 
qui se rapportent a l’étude des jeux de hasard, relévent directement 
des procédés et des formules de Analyse combinatoire. 


Probabilités totales. — Considérons deux événements FE, et E,, 
sur lesquels aucune hypothése n’est faite a priort, sice west celle de 
la possibilité de mesurer, par des dénombrements de cas également 
possibles, les’ probabilités des éventualités diverses qui peuvent se 
présenter. 
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Ces éventualités seront commodément Reprepeaey ee les termes | 
monomes du produit symbolique 


(FE, Bi) (By E Se 


dans lequel E’, représente la non-réalisation de EK, (événement con— 
traire a E,), E Vévénement contraire a E,. : : 
Nous désignero ns par da le nombre des cas ot il ne se produit aucun 
des événements E, et Ey (on aalors ’événement EE); par a, et as 
les nombres des cas favorables 4 E, EF, et E’ Ey; enfin par ayy. le. 
nombre des cas favorables a KE, E,. Nous poserons 


N = Gy) + 41 + Ag+ 42. 
Les probabilités 


ay ay A>, a2 


Po = N’ P= NN” P2a= WN’ Pia SNe 


des quatre éventualités ont pour somme Vunité; en dehors de la, il 
n’existe @ priori aucune relation entre elles. 
~~ Nous voyons que la probabilité de E, (avec ou sans E,) est py pre; 
car il yaa,+a,., cas favorables. ; 

— Considérons l’événement « E, ou E, », qui peut résulter de la 
réalisation de E, seul, de E, seul, ou de E, E,. Sa probabilité est 


Pip = Py + Pot Pio. 
On voit que 


Pr. de E,+ Pr. de EF, = Pr. de Ey ou Ey+ Pr. de E, Eo. 
Siles événements E,, Ey s’excluent mutuellement, on a 


49 = 0, Pir2= oO, 
et 
Pi2= Pit Po. 


a , x hy anes Ser} A i = 
Crest le theoréme des probabilités totales, qui s’étend a plusieurs 
éyénements composants et s’énonce : > 


St un événement peut se réaliser de plusieurs maniéres s’ex- 
cluant mutuellement, sa probabilité est la somme des probabilités 
stmples correspondant a chacun des modes de réulisation. 


Probabilités composées. —— Cherchons la probabilité de E,, FE, 
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étant supposé réalisé. Hl y a a,—-+- ay, cas favorables a E,, c’est-a-dire 
@,+ a. cas possibles dans le probléme actuel. Parmi ceux-ci, a2 
sont favorables a E,, La probabilité est 

Ai 


Ces in 
De méme la probabilité de E, E,, étant suppose réalisé, est 


@\2 


Ag+ Ah 


On voit que la probabilité de E, E, est le produit de la probabi- 
lite de E, par la probabilité de E, quand E, est supposé réalisé. 
Car en effet 

a12 Ay + Aja Ay 


2 Re Nia N ik Gye 


Crest le théoréme des probabilités composées, qui s’étend a plu- 
sieurs éyénements composants, et s’énonce : 


Si un événement E consiste dans la réalisation de plusteurs 
événements simples E,, E,, ..., E,, sa probabilité est le produit 
des probabilités &,, Bz, ..., Bn de ces événements, chacune d'elles 
étant évaluée dans Uhypothése de réalisation préalable des 
évéenements précédant celut auquel elle se rapporte. 


Si la probabilité de E,E,, étant supposé réalisé, est la méme 
que la probabilité simple de Ey, alors E, est indépendant de E,. : 
Cela suppose 


Aye Ay Ai 


a, Ay Ag+ 4, + Ge+ A112 
ou 
Ay Aya = A, Gy. 
Par la symétrie du résultat, on voit que la probabilité de E, est indé- 
pendante de la réalisation préalable de E,. On dira simplement que 
les deux événements sont indépendants. 
Dans ce cas particulier, on a 
aia Ay + A149 Ay+ A412 
LAP ee aN co Nee Ne 
et la probabilité p,. est le produit de la probabilité de E, paf celle 
de E,. 
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Les deux théorémes des probabilités totales et des probabilités 
composées sont les régles fondamentales du Calcul des Probabilités. 
Elles permettent de calculer les probabilités d’événements compliqués 
a partir de certaines probabilités simples supposées connues, c’est-a- 
dire de résoudre des problémes du deuxiéme ordre a parur de pro- 
blémes du premier ordre. 

En ce qui concerne ces derniers, on peut remplacer la définition 
traditionnelle de la probabilité, rappelée ci-dessus, par la défimtion 
purement mathématique consistant a dire qu’on attribue a chaque 
événement un coefficient p, compris entre o et 1, et a admettre 
comme deux postulats fondamentauz le principe des probabilités 
totales et le principe des probabilités composées ('). 

C’est ce point de vue que nous allons essayer d’étendre aux proba- 
bilités continues dites géométriques. Mais, quel que soit le caractére 
abstrait des raisonnements auxquels nous serons conduits, il n’est 
pas sans intérét de leur avoir donné comme premier point de départ 
la considération des cas élémentaires également possibles. C’est a la 
lumiére de ce principe de l’égalité des chances, écrivait Tannery, que 
s’évanouissent les paradoxes. 


If. — APPLICATION AUX PROBABILITES CONTINUES. 


Soient A et B deux points donnés sur axe z’/Ow; un point M 
étant pris au hasard sur le segment AB, quelle est la probabilité 
pour qu’il soit entre deux points déterminés C et D sur ce segment? 
La vérité, dit Poincaré, c’est que nous n’en savons rien. 

Sia, b, c,d sont les abscisses des points A, B, C, D, cette proba- 
bilté est une fonction de ¢ et d: soit f(c, d). Si l'on veut que le 
théoréme des probabilités totales lui soit applicable, on aura pour x 
compris entre c etd: 


TAD da) =f(¢, az) a d), 
etde méme, pour la valeur infiniment voisine x dr : 


Fle, a>: dz) = fle, #) + f(2, 2+ da). : 


® 
(1) Voir le premier Chapitre du Tome I, fascicule I du présent Traité (Principes 
et formules classiques ). : 


LA NOTION DE PROBABILITE ELEMENTAIRE. 5 


Nous admettons que la probabilité pour que M se trouve entre deux 

points infiniment voisins est infiniment petite : si v, 7--h sont les 

S(%, 2+h) 

a 
h 

une limite, fonction de v, quand h tend vers zéro : soit (a) cette 

limite. 


abscisses de ces points, nous admettons que le rapport 


Il en résulte que 
S(%, “2+ dzx)=9(2z) dz, 


et, en supposant la fonction ¢(z) continue, que 


d 


(Cy a i [ p(x) dx. 


RA 


Nous ne savons rien de la fonction o(x) : Vhypothése de sa continuité 
n’est pas indispensable, puisque nous Vavons énoncée dans le but 
(@envisager Vintégrale de o(x) dans un intervalle intéricur a (a, b). 
Nous savons seulement que la fonction o(x) est positive ou nulle, et 


que 


b e 


fea. oO) i OL Ce ke Hat 


AT | 


Plus généralement, soient E et E’ deux ensembles continus d’élé- 
ments géométriques de méme espéce, et tels que tout élément de E’ 
appartienne a E. Le probléme est le suivant : un élément étant pris 
au hasard dans E, quelle est la probabilité pour qwil appartienne 
ak? 

Soient L1, Ly, -.., Ln les parametres définissant un élément; nous 
supposerons les ensembles E et E’ tels qu’il leur correspond, dans 
l’espace-représentatif (%,, %2, .--,2%n), des domaines D et D’; 
pour D fixé, et représentant l’ensemble des cas possibles, la probabi- 
lité est une fonction de D’, soit f(D’). Si l’on veut que le théoréme 
des probabilités totales lui soit applicable, on devra avoir, pour deux 
domaines D‘ et D{ adjacents et sans points communs autres que ceux 
de la frontiére commune : 


(Di, + DZ) = f(D1) + f(D): 


Si D, est infiniment petit, de volume AV; nous admettons que la- 
probabilité f(D) est infiniment ‘petite; nous admettons que le rap- 
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f(D) eee Pati ve es , 
port “—[~ a une limite, soit 9 (2,, ...,; 4) lorsque Dj tend, par 
toutes ses dimensions, vers le point (2), ..., 2»); et nous avons a la 
limite 

SD.) = 9 (81 2) ni @n) At day. . den; 


de sorte que, la fonction o étant encore supposée continue, nous 


f(D) =f foe. Don sin i ae AL a te td dans 
Sa. 


avons 


La fonction ¢ est une fonction arbitraire, positive ou nulle, assujettie 
seulement a la condition 
SDs) [edesn. 
“dD - 
Envisageons maintenant, toujours a l’intérieur de l'ensemble E, un — 
ensemble E’,, ayant en commun avec E’ tous les éléments d’un certain 
ensemble E”. Et proposons-nous de chercher la Saga pour qu’un 
élément pris dans E’ appartienne a EF’. 
Cette probabilité a pour valeur 
mE CDD) 
FDI! 


si nous voulons conserver le principe des probabilités composées. 
D’aprés ce principe, en effet, pour qu’un élément de E appartienne 
a Het a EF), il y a une probabilité | f(D”)] égale au produit de la 
probabilité pour que cet élément appartienne a E’[f(D’)] par la pro- 
babilité pour que, appartenant a Ff’, i] appartienne a E, [ P]. 

Ce n’est 1a qu’un aspect eacaliee du principe dee probabilités 
composées, que nous aurons l’occasion de retrouver plus loin 4 un 
point de vue différent. Quoi qu’il en soit, ces considérations nous 


conduisent a supprimer la restriction d’aprés laquelle [ eae S160 


e/ 


D 
a définir la probabilité comme le rapport des valeurs de Vintégrale 
d’une fonction positive arbitraire F(x, 22, ..., 2n), prise respecti- 
vement pour l’ensemble des cas favorables et pour l'ensemble des cas 
possibles. 


Probabilité élémentaire. — [élément différentiel 


do = F(4y,.2e, cn fp) AL Ak, « 2Av;, 
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ainsi introduit comme base du calcul, est appelé probabilité élémen- 
taire; il nest déterminé qu’a un facteur constant prés. 

Ainsi application aux problémes continus géométriques des deux 
principes fondamentaux de la théorie des probabilités /aisse subsister 
une fonction positive arbitraire dans la détermination de |’élément 
de mesure constitué par la probabilité élémentaire. Ll importe cepen- 
dant de faire cesser cette indétermination, car il est bien clair qu’en 
général le résultat du calcul appliqué 4 un probléme donné dépendra 
grandement du choix adopté pour la probabilité élémentaire. 


‘Paradoxe de Joseph Bertrand. — Joseph Bertrand étudie le bE o- 
bléme suivant : 


Une corde d'un cercle étant prise au hasard, quelle est la pro- 
babilité pour que cette corde soit plus grande que le cété du 
triangle equilatéral inscrit? 


On peut donner de ce probleme diverses solutions, toutes intuiti- 
vyement satisfaisantes. 


1° La corde étant définie par ses deux extrémités, on peut, par 
raison de symétrie, se donner arbitrairement l’une d’elles. L’autre 
extrémité aura alors des chances égales de se trouver dans l’un ou 
autre des trois ares de + de circonférence dont deux ont pour origine 
commune la premiére extrémité choisie. Le troisiéme arc seul cor- 
respond a des cordes de longueur supérieure au coté du triangle 


équilatéral inserit. La probabilité est 5. 


2° On peut se donner arbitrairement la direction de la corde. Son 
milieu sera alors un point du diamétre perpendiculaire a la direction 
choisie, et-il aura des chances égales de se trouver sur les quatre 
segments égaux suivant lesquels on peut diviser ce diamétre. Deux 
segments sur quatre correspondent a des cas favorables. La probabi- 
ap I ; ‘ 
lité est —- 
é = 
3° La corde -est enti¢rement déterminée par la donnée de son 
milieu, qui est un point intérieur au cercle. Les milieux des cordes 
plus grandes que le cété du triangle équilatéral sont les points inté- 
rieurs 4 un cercle concentrique de rayon moitié. On peut mesurer 
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la probabilité par le rapport des aires des deux cercles. La probabi- 


i 
: » 


lité est = 
4 
On aboutit ainsi a trois résultats différents, ce qui semble encou- 
rager le scepticisme dont Joseph Bertrand s’était donné l’apparence. 
Constatons que ces trois résultats proviennent bien de l'emploi de 
trots probabilités élémentaires distinctes. 
Soit 
x cos) + ysin)—p=o 


Péquation de la corde. On aura toutes les cordes du cercle 
Bge A ie | ie 
en faisant varier 9 deo az, et » de —Ra-+R. 


1° Avec la premiére solution de Bertrand, la probabilité élémen- 
taire est . 


da d3, 


a, % étant les angles polaires des extrémités de la corde. On a a, 3 
par ’équation 

x cos( — i) SS) 
et on peut prendre 


2 =0+Arccosé, 8 = O— Arecose5 
R } R 


d’ot lon tire 
x dp dd 
VR? — p? 


dz dB = 


2° La deuxiéme solution consiste a laisser indépendantes les 
variations de 4 et de p, et a adopter la probabilité élémentaire dp d{. 


3° Enfin, dans la troisiéme solution, la probabilité élémentaire est 
Pélément daire 
pdp do, 


_relatif au milieu de la corde, qui a pour coordonnées polaires p et 4. 


Si Pon se demande par conséquent laquelle des trois solutions de 
Bertrand est la bonne, la réponse est que toutes trois sont logiques, 
mais se rapportent en réalité a trois problémes différents, ou plus 
exactement a érots mécanismes différents dinterveution du hasard, 
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qui est mis en cause de facon insuffisamment précise dans l’énoncé. 
Il ne serait pas impossible de concevoir un montage expérimental 
correspondant a chacune des trois solutions. 


lil. — Les propLtemes pDE Poincare. 


C’est a Poincaré qu’est due introduction dune fonction positive 
arbitraire dans le Calcul des Probabilités continues; nous examine- 
rons au Chapitre suivant les conditions du choix de cette fonction 
pour une vaste catégorie de problémes edométriques. Mais nous 
dirons auparavant quelques mots de.problémes trés remarquables, 
signalés par Poincaré lui-méme, pour lesquels le résultat du calcul 
est indépendant du choix de la fonction arbitraire, ceci sous 
réserve de conditions a vérifier par cette fonction, conditions trés 
larges et laissant subsister un ensemble de fonctions acceptables de 
puissance supérieure a celle du continu. 

L’un de ces problémes est celui de la roulette. Le parcours circu- 
laire de l’extrémité de l’aiguille est supposé divisé en un nombre pair 
de secteurs égaux, alternativement rouges et noirs; le mouvement de, 
Paiguille porte en général sur plusieurs tours et par conséquent sur 
un nombre assez élevé de secteurs. 

Supposons, pour fixer les idées, que Vaiguille soit toujours lancée 
d’une position initiale déterminée, et désignons par (4) d9 la proba- 
bilité pour que son parcours angulaire total soit compris entre 4 
et 9 +. d§. Nous allons montrer que la probabilité d’arrét devant un 


e fine I . . 
secteur rouge est tres voisine de —; quelle que soit la fonction 9(4), 


pourvu que celle-ci ait une dérivée bornée. 

Supposons que les valeurs possibles de § s’étendent sur Pinter- 
valle 4, — §, = 2”¢, correspondant 427 secteurs d’amplitude ¢, alter- 
nativement rouges et noirs. 


6, +ke O,+(k+1)€ 
um fi ~(6) d6, Pk = © 9(6) a0, 
0, + (k—1)e 6,+ke 


la probabilité d’arrét devant un secteur rouge est 


Posons 


P= Dup= Uy + Ugt...+ Un, 


rie) : CHAPITRE I. 


et Vona : 


Luge Leoe= [ 0(8)d6 =. 
“6, 


Nous avons, d’aprés le théoréme de la moyenne : 
ur=e9(8x), — PK= 2 G(OR+4); 
et par la formule des accroissements fins : 
P~— Ug €(9441— 9%) 9'( 9). 


La différence Digs — §, est moindre que 2¢, et d’aprés I’ hypothése de 


la dérivée bornée, ona 
Lo) | <h. 
Donec 
| @r— Un |< 2he*, 
et a fortiort 
| X¥;— Luz | < anhe? ou 


Il en résulte 
tne 


I 


x 


On voit que, pour 4, — 4, donné et o(4) donné, cette différence tend 
vers zéro quand n croit indéfiniment. 


Un autre probléme de Poincaré est celui de la répartition des 


petites planétes sur le zodiaque. 

Considérons un trés grand nombre de mobiles se déplacant dun 
mouvement uniforme sur un cercle, la lot du mouvement étant 
pour chacun d’eux 


& a=at+b=2knr+ 0, O50 = 27, 


avec des valeurs différentes et sans relation entre elles pour les a@ et 
les 6 des divers mobiles. Que peut-on dire de la répartition de ces 
mobiles sur le cercle a l’instant ¢? 

Nous assimilerons la question a un probléme de probabilités si 
nous disons qu’un mobile M admet une vitesse angulaire @ et une 
longitude initiale b prises au hasard, la probabilité pour que le 
point (a, b) se trouve dans un domaine D! du plan des ab étant 


J fe b)daab, 
il’ 
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et si nous cherchons la probabilité pour que ce mobile M se trouve, 
dun moment donné, sur un arc M,M, du cercle parcouru. 

Nous désignerons par D le domaine du plan des ab qui représente 
lensemble total des cas possibles; étant donnée une fonction de a 
et 6, soit H (a, 6), nous appellerons valeur moyenne de H Vin- 
tégrale 


uh le [Ha b)9(a, b)dadb. 
aD 


Calculons, dans ces conditions, la valeur moyenne d’une fonc- 
tion F(4) =F (at-+_b), périodique et de période 2 = en 4, et déve- 


loppable suivant la série de Fourier 


m=en 


F(0)= a+ > (ap cosm) + 6b,» sinm?). 
mai 


Nous aurons 


i ) 


u(F)=ap+ >, [am p.(cosm9) + b,, 2(sinmé)]. 


WA 


Calculons par exemple la valeur moyenne de cosm4. C'est 


[| cosm(at + b)o(a, b) da db, 
JD 


bs 
f db { cosm(at +b) 9(a, b) da. 
b, 


Intégrons par parties en ce qui concerne a. Nous avons 


ou 


I : z : A 
(fi cosm(at-+b) 9 da = ay [sinm(at+b)9— fsinm(ar+ 6) 5% dal. 


. ; ) aa aeal > Oo ; . 
Si l’on suppose 9 borné et pourvu d'une dérivée a. bornée, on voit 
que p.(cosm4) tend vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment. Un calcul 
tout pareil montrerait qu’il en est de méme pour p.(sin m4). 

Reste pour la valeur probable de F(4), lorsque ¢ est trés grand, 


lexpression 
; Da 


pol (0) == "a5)— af F(9) do. 
0 


Or soient 9, et 9, les valeurs de 9, comprises entre o et 27 et rela- 


12 CHAPITRE_I. — LA NOTION DE PROBABILITE ELEMENTAIRE. 


tives aux points M,, My. Considérons une fonction de 4 égale a 1 si 9 
est compris entre 4, et 4,, et a zéro si 9 est compris entre o et 4, ou 
entre 4, et 2x. Cette fonction a pour valeur moyenne, dans les 
conditions du probléme, la probabilité pour que M soit entre 
M, et M;. Cette probabilité est, d’aprés ce qui précéde, . 


anny 


27 


Elle est indépendante de ¢ et de » (moyennant les hypothéses faites 
sur cette fonction), et ne fait intervenir que la longueur de l’arc M, Mg. 
Au bout d’un temps trés grand, la répartition des mobiles (en l’espéce 


des petites planétes) sera uniforme. 


SS FO 


Sabclency Aint 2d opeates 
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CHAPITRE II. 


LES CONDITIONS GENERALES 
DU CHOIX DE LA PROBABILITE ELEMENTAIRE. 


I. — Les CONDITIONS DU PROBLEME DE LA MESURE. 


fl résulte du Chapitre précédent que lintervention des principes 
généraux du Calcul des Probabilités conduit, en ce qui concerne les 
problémes continus, a l’élément fondamental de calcul constitué par 
la probabilité élémentaire, mais laisse subsister dans son expression 
une fonction positive arbitraire. 

Pour une classe étendue de problémes géométriques, il est possible 
de faire disparaitre cette indétermination en s’imposant la condition 
nouvelle que /e résultat du calcul doit rester inchangé par un 
déplacement d’ensemble de la figure. Ce point de vue rattache les 
probabilités géométriques a la théorie de la mesure des ensembles. 


Cas des ensembles de points du plan. — [Envisageons, pour fixer 
les idées, le cas d’un ensemble de points dans le plan. La mesure 
de cet ensemble est un nombre, positif ou nul, attaché a l'ensemble 
et vérifiant les conditions suivantes : 


I. Deux ensembles superposables ont méme mesure; 


Il. La mesure d’un ensemble formé par la réunion d’un nombre 
fini, ou dune infinité dénombrable, d’ensembles ‘sans points 
communs deux a deux est égale a la somme des mesures de ces 
ensembles. 


Ces conditions définissent la mesure a un facteur prés, notion 
suffisante pour les problémes de probabilités ou interviennent seule- 
ment des rapports de mesures. 
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Elles constituent une définition descriptive de la mesure des 
ensembles; les définitions de cette nature doivent étre appuyées par 
la démonstration de compatibilité des conditions imposées, et d’autre 
part complétées par Vindication de procédés de construction de 
objet défini. Nous n’avons pas a exposer ici les travaux de 
MM. Borel et Lebesgue sur la théorie dont ils sont les fondateurs. 

A propos de la mesure des ensembles de points dans le plan, le 

cas des ensembles formés par les points intérieurs 4 des polygones 
est tout a fait important. Les conditions I et Il (cette derniére 
limitée au cas d’un nombre fini d’ensembles composants) conduisent 
i la détermination complete (a un facteur prés) de l’atre des poly- 
-gones. Le lecteur reprendra avec fruit, a ce sujet, l’étude de la 
note D de la Géométrie plane de M. Hadamard. Ce résultat acquis, 
on étend facilement la notion d’aire ainsi définie au cas d’un domaine 
analytique simple du plan, par la considération de limites de 
sommes de rectangles : c’est le probléme fondamental de Vintégrale — 
dans le cas simple d’une fonction continue. 

Les conditions du probléme de la mesure imposent done pour les 
problémes de probabilités portant sur des points pris au hasard dans 
le plan la probabilité élémentaire constituée par l’élément d’aire 


dw = dx dy. 


Cas des lignes droites. — Pour les problémes de probabilités 
portant sur des droites prises au hasard dans le plan, les conditions 
du probléme de la mesure permettent encore de déterminer facile- 
ment la probabilité élémentaire 

Définissons une droite (4) par son équation 


ux+ey+tI=o 


en coordonnées rectangulaires. Cherchons ce que devient la res 
bilité élémentaire 


F(u, 6) dude 


si, A tout point (x, 7’), on associe le point (X, Y) déduit de celur-la 
par le déplacement 


II 


a+ x cose — y sing, 


Y=b+ xsiua+ycose. 


py 
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La nouvelle position de (A) a pour équation 


UX+VY+1=0, 
avec 
_- U cose + sing 


Ae —U sina-+--V cosz 
Se ST Ee ae 


ef F(u, e)dude 


attachée a un ensemble de droites (A) devient. 


ff 8a 9) SR wav. 


Elle sera égale 4 sa valeur premiere si l’on peut réaliser la condition 


et Vintégrale 


F(U, V) =F(u, ¢) ee 
Or, un calcul simple donne 
OUR) ss (ipo Ca ng akeys 2) 
rie are (aU +6V +7) Bf: Keen: v2)? 


Nous voyons que la probabilité élémentaire 


du de 


du) = ; 
\y2 


(u?+ 9?) 
vérilie les conditions du probléme de la mesure. Elle se réduit a 
dp d0 
si lon représente (A) par son équation canonique 
acos0+ ysinf —p=o. 


C’est done la deuxiéme solution, dans le probléme de J. Bertrand 
étudié au Chapitre précédent, qui est imposée du point de vue de la 


théorie de la mesure. 


Intervention de la théorie des groupes. — Pour étudier avec 
quelque généralité la détermination de la probabilité élémentaire par 
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les conditions du probléme de la mesure, il est commode de rattacher 
la question a la théorie des groupes continus de transformations. 
-, Considérons un groupe G de transformations des variables (B45 
Le, +++, Ln); deux domaines de l’espace (x, Xo, »..-, nw) seront dits 
équivalents vis-a-vis du groupe G s'il existe au moins une opération 
du groupe qui les transforme l’un en I’autre. 

S’il est possible, dans ces conditions, de trouver un élément diffé- 


rentiel 
AV == BCG ip 0 a5. cee 5 En AL ora ops 


dont Vintégrale ait la méme valeur pour tout systeéme de deux 
domaines équivalents vis-a-vis de G, on pourra considérer cette inté- 
erale comme une mesure définie vis-a-vis de G, et dJ comme une 
probabilité élémentaire rapportant au groupe G les problémes de 
probabilités géométriques de lespace (2, 22, ..., Lp). 


Cas d’incompatibilité des conditions du probleme de la mesure. — 
Lorsqu’il n’existe pas de fonction F, autre que zéro, qui conduise a 
un élément différentiel dJ invariant par rapport au groupe G, on dit 
quil y a tncompatibilité entre les conditions I et II. C’est le cas par 
exemple si on envisage la mesure des ensembles de points du plan 
vis-a-vis du groupe projectif de ce plan, a huit paramétres. C’est 
encore souvent le cas si, se plagant vis-a-vis du groupe géométrique 
des mouvements plans, on envisage des éléments géométriques autres 
que des points ou des lignes droites. 


Cas d’insuffisance. — Bien plus intéressants sont les cas ot les 
conditions I et II laissent subsister une infinité de fonctions F dépen- 
dant d’une fonction arbitraire de moins de 7 variables. 

En ce qui concerne le groupe des mouvements plans, pour les 
questions relatives a un couple de points M(z, y), M’(z’, y’), ow un 
couple de droites (A), (A’), 


- zcos§ + ysin§ — p = 0, 
x cos'+ y sind’— p'= 0, 


on peut prendre respectivement les probabilités élémentaires 


tT \V@—2'P+ (yy — y)?| da dy dz’ dy' 
et ’ 
f(9’— 0) dp dd dp’ db’, 


eye. 
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f étant une fonction positive arbitraire de la distance MM’ ou de 
Vangle des droites (A), (A‘). 

Ces deux cas d’insuffisance des conditions du probléme de la 
mesure correspondent cependant a des problémes de probabilités 
bien déterminés si l’on suppose indépendants le choix de M et le 
choix de M’ — ou celui de (A) et celui de (A’). D’aprés le principe 
des probabilités composées, on devra alors prendre pour probabilités 
élémentaires les produits de dx dy par dz'dy', et de dpdé par 
dp' di’, ce qui impose a la fonction arbitraire f d’étre une constante. 

Mais si nous avons pu achever la détermination de la probabilité 
élémentaire dans ces deux cas, c'est parce que la nature des éléments 
géométriques considérés, qui sont des éléments composés, a permis 
Vintervention logique du’ principe des probabilités composées. Pour 
des éléments tels que les cercles du plan, le groupe des mouvements 
laisse subsister une fonction arbitraire du rayon dans la probabilité 


élémentaire 
J(R) da db dR 


en fonction du.rayon et des coordonnées a, b, du centre. 
« Prendre un cercle au hasard dans le plan » est donc une locution 
dépourvue d’un sens précis au point de vue ot nous nous placons. 


I] en serait autrement vis-a-vis du « groupe circulaire » du plan : il 
da db dR 
R3 
fait ne semble guére correspondre a une réalité simple susceptible 


~y a alors un élément différentiel invariant, qui est - Mais ce 


d@expérimentation. 


If. — Les TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES D’'UN GROUPE. 


Les quelques pages qui suivent ont pour but de donner au lecteur 
non familier avec la théorie des groupes de transformations quelques 
notions simples nécessaires pour l’intelligence de la fin de ce Chapitre, 
et de lui éviter ainsi la nécessité de se reporter aux ouvrages considé- 
rables que sont les Traités spéciaux de cette théorie. 


Définition. — Les formules 
| Df al ltg Lay 2s 8) Lu Ory rye as, OF) 
(1) ROR TG cua soestie ela ey elses hice que ses SO ROR GR train IC A 
| By fal £4; Bry ve+y Lny Ary Ar, vo 04 ay) 


wm 


DELTHEIL, 
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définissent une famille 4 7 paramétres de transformations ponctuelles 
dans lespacel(2,, 2.0. ; 2x): = 

Soient M(z,, ..., %,) un point de cet espace, M’ son transformé _ 
par l’opération (1) que nous désignerons par Tz, et soit M" le trans- 
formé de M’ par une opération Ty, de la famille (1), correspondant 
aux valeurs b,, ..., 6, des paramétres. Cette famille de transforma- 
tions est un groupe si, quels que soient les a et les 6, il existe une 
opération Ty de la famille transformant directement M en M’. Les 
c sont fonctions des a et des b : 


(2) ES Mee eRe ea ao rhage oe ad ag hlte blond ot pace tae ha . 


Ch NOP CO sae penn Onteres tan Oya) 


Nous supposerons que pour toutes les valeurs des x, des a@ et des b 
que l’on envisage, les fonctions f et les fonctions 9 sont analytiques, 


Yi fos vod) gy U8u Gey vans & 


“i 
- —_____————— ne. sont pas 
OL aey Ey) CORDES OD ! 


et que les jacobiens 
identiquement nuls. 

Pour abréger l’écriture, nous supposerons dans ce qui va suivre 
n == 2; nous traiterons donc de groupes de transformations ponctuelles 
dans le plan. 


Groupes 4 un paramétre. — Ils jouent dans la théorie générale un 
role essentiel. Soient 


(3) 


les équations d’un tel groupe. Nous avons les identités 


‘ (4) ee 


F2( 2}, ihe b) = f.( “4, Hy, Cc), 


quels que soient 2, %2, a, el c, 2, et x, étant définis par les équa- 
tions (3), et & étant tiré de ’équation ¢ = (a, b). 


Equations différentielles d’un groupe a un paramétre. — En calcu- 
02) SOT. z 
—, —2, nous allons 
da” oda 


rattacher la théorie actuelle a celle des systémes @équations diffé- 


lant de deux maniéres les dérivées partielles 


rentielles. : 
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Nous tirons, d’une part, ces dérivées directement des expres- 
sions (3) : el, moyennant ces seules relations, il nous est possible 


eh, . On; Ox’, . a r : ° 
d’exprimer et —= en fonction de 2, 2, et @; nous avons ainsi : 
da da : see cae : 


Ox", Rumer 

Fn ots Bay 9), 
(5) 

Ox", : ; 

ies = 02(L,, Lo, a). 


Mais, d’autre part, quel que soit c, nous trons de (4), en dérivant 
par rapport a a, les relations 


Of, Ix ve Of; dx e Af; ab 
Ox, Oa 0x, 0a 0b da d 


Of, dw, dfs dx. of, ob 


t t 1X0) 
0x’, da 0x, 0a 0b oa 
oo ete A POp i On. . a <a x 
linéaires en ae maa le déterminant des coefficients n’étant pas nul 


ae . : . OCT a5 fs 
en général, puisque c’est le jacobien Ifa» Fr) 
d(x, vy) 


Nous en tirons en résolvant 
ans 0b Ox", 0b 


) kes J a’, ion <> pee = fale ‘ 2 —— 
(6) da S(t, Ba, 2) da’ Oa G2 (ti, 8) 0a’ 


: : DRGs Ob 
résultats ot ’on peut, moyennant ¢ = o(a, b), exprimer — en fonc- 
: u Oa 


tion de a et de b, de sorte que les expressions (6) sont fonctions 
de x, “,, a, b. La comparaison avec (5) indique que ces expres- 


‘sions (6) ne dépendent pas effectivement de 6 : done &, et & sont 
aS , ; Ob ‘ . 0b 
fonctions de x, x, seuls, et — fonction de a seul : soit a b(a). 
2 ; 


Les quantités z|, 2,, considérées comme des fonctions de a, véri- 
_fient donc le systéme différentiel 


ty) a Se = aw); 


a 
la valeur commune des rapports (7) est dt, en posant ¢ = ff U(a)da. 
ag 


Transformation infinitésimale du groupe. — Supposons que le 
groupe que nous examinons comprenne latransformaiton identique, 
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a . . . / , 
c’est-a-dire que, pour une certaine valeur de @, on alt #, = 21,2, = 2p. 
a 
Prenant cette valeur de a pour limite a, dans ale (a) da, nous 
ao \ 


voyons que les fonctions 2’, x, de ¢ sont le systéme d’intégrales des 
équations 


dz’, 
dt 


AL. 


a ee 
“Ae = §2(2',, @o), 


rs a 5 (ea els 
= E1( 24, X»,), 


CH) 


déterminé par les conditions initiales = 0, wv, = 2), 2, =o. 
Ainsi, pour un accroissement infiniment petit 6¢ 4 partir de t= 0, 


on passe de M a M’ par lopération 
(8) O94 6 {Cl a) Ol Oy = £(@1, Bo) Ot: 


Cette opération est une transformation infinitésimale du plan. On 
la représente souvent par 


symbole rappelant la propriété que toute fonction f(z,, v2) subit, 


de par la transformation infinitésimale, un accroissement 
S (a1 §1 Ot, re + &) 6t) — f(a, v2) = Xf bt. 


La transformation infinitésimale (8) est une opération du groupe (3). 

J ay P : Rel Re eke a a 2 “oP. : ‘ 
Et d’autre part ce groupe, par l’intégration du systéme différentiel (7/), 
est entiérement déterminé si l'on connait sa transformation infi- 
nitésimale. 


Exempre. — Dans le plan xO y, soit la transformation infinitési- 


male 
Xf=— yp +29, 


eu yp = = ee Le systéme différentiel s’écrit 
deh Sidyloae, 
=e eC ee aay, : 


el lon a immédiatement Pintégrale premiére 
v2 y'2= const., 
ce qui montre qu’en coordonnées polaires ona 


eee ce 


a 
s 


POLL AI OE NY ee eT” 


LES CONDITIONS GENERALES DU CHOIX DE LA PROBABILITE ELEMENTAIRE. 21 
D/autre part, si z’= 0'cos@’, y’= 9’ sin§’, la condition dy'= a’ de 


s’éerit, moyennant dg’ =o, sous la forme 


Gl noe 


Vou f’=4+¢. Et, revenant aux coordonnées cartésiennes, nous 
avons les équations 


x =pcos(0+t)=xcost— ysint, 


y= oesin(§8+¢t)=axsint + ycost, 


du groupe des rotations autour de Porigine. 


Equations différentielles fondamentales d’un groupe a plusieurs 
paramétres. — Prenons, dans le plan (z,, x2), un groupe a trois 
paramétres @,, @2, a3 pour fixer les idées. 

Si les équations du groupe sont 


( Way = fi(%15 Lr, Ay, Ar, 3), 
} 
La’, = fal %1, Br, G1, A, as), 


(9) 


la qualité de groupe s’exprime par les identités 


( fi(zi, Day bt, ba, b3) SS iil aie 22, Cy, Ca, C3), 
| SHE; Tis b,, bs, b; ) ==" fn (24, Hr, Cy, Cr, C3), 


{10) 


ou %,,%», les a et les c peuvent étre pris arbitrairement, 2’, et z’, étant 
définis par les équations (9), et b,, bs, b; trés de 


| C1 = 91 (GQ, G2, a3, b,, b», bs), 


{11) { C2 = 92(@4, @2, 3, by, by, b3), 
a 93(a, a2, 43, b,, bs, b3). 
i. Met ae dx’ Om, 
En calculant de deux maniéres les six dérivées partielles Few a Re orey 
1 3 


nous allons étendre au groupe (g) l’étude relative au groupe (3) et 
qui nous a conduits au systéme différentiel (7). Nous pouyons d’une 
part tirer ces six dérivées partielles du systéme (g): elles s’expriment 
directement en fonction de 7, 22, @,, G2, a3, et, en résolvant les 
relations (g) par rapport a 2,, %2, on peut faire apparaitre des 
expressions du type 

Ox’, 


(12) , 0a, = w41 (24, Xo, Q, Ax, 3). 
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Mais, d’autre part, quels que soient ¢,, C2, €;, nous tirons des iden- 
tités (10), en dérivant par rapport a @,, les relations 


Of, 0.x", of, Ox, : of ob, of; Ob, , of, Obs a ’ 


dx’, 0a, Ox, 0a, 0b, a, 06; 0a, 0b; da,” 
Of» Ox" fe CRBS Of» 0b, Of, Ob, Of, Obs 


é Nees =ys 
Oe, Oy fe Oz, 0a, a Ob, da, eE 0b, Oa, - 0b; Oa, : 
bisa ae OU OL. S 
linéaires en ayy ee le déterminant des coefficients n’étant pas nul 
1 ay, 
ane Wave . O( fi Je) 
en général, puisque c’est le jacobien GES : 
Nous avons en résolvant, compte tenu de la forme des termes 

constants, 

Ox" 0b Ob; Ob; 
A | SE = talel, 24, 6, Os, 63) Bit oe 
il 

dee! aes ab, db; ab; 

Da, e224» Mas by, ba, Bie leas baa Ss 


et nous pouvons, moyennant les relations (11), exprimer les trois 
Ob, Ob. 0b; 
@uantites:-— 91. 
I da,’ da,” Oa, 
La comparaison avec (12) montre que les expressions (13) ne 
dépendent pas effectivement des 6. Donec les six termes &\,, ..., &25 
: Ri OO} OO OO 
x, et les: trois dérivées _, —2,—— ne 
> Oa 0a, 0a, 
dépendent que de a,, ay, a; : soient ¥,,, Yai, Ys, leurs expressions. 
Une série d’opérations analogues peut étre faite en ce qui con- 


Ox}, i i 


cerne oe el uis oe vet ae un peu d’attention montre que les 
- Ja» Oc a? p da a3 da das’ 2 ; , al 


mémes quantités ;,, ..., 23 imterviennent dans les calculs, tandis 
que les quantités 4,4, ie U3,, dérivées de oe Delo par. rapper! 
a a,, sont remplacées par 42, boo, Yao et Yi3, bos, ie 


en fonction des a et des b. 


ne dépendent que de 2\, 


Si, en définitive, nous écrivons l’expression de aa 
hk 


>» hous avons 


“4 Ox"? 
(14) fom = Ei (a, ; xy) Vik( Qi, Ax, @3) + E72 Vox bis Usk, 
i fe 


soit au total, pour 1=1, 2,etk=1, 2, 3, six équations différen- 
tielles entre les fonctions x, 2, des variables a,, do, a3. 


Transformations infinitésimales du groupe. — Soit T, lopéra-_ 


(15) 
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dion (g) et soit {ese & opération 


{ v= Fi @i; L2, A+ 6A, d,+ Saz, 43+ 6a;), 


= ] L4 = fo(@1, Lz, A) + 8a,, Ay+ bay, a34+ Sa3). 


Puisque la famille (g) est un groupe, Vopération permettant de 

Pas Se as we , x ” 7 eens a = 
passer directement de (x, 2,) a (v7, 23) est une opération du groupe. 
Elle est définie comme étant la transformation infinitésimale 


i eee of > A fy > Of ss 

02%) = 3.— 0&1 + 7— 042 7 a3, 
da, Oa Jaz 

<< fa) 2 0 2 0 2 

5 Liaw fe 6a Pn 
da, 5 Ou 


Or, si nous remplacons les quantilés oi par leurs expressions (14), 
? : 2 Ja; 


nous avons, en nous bornant a 6x’, 


r 


62 = (Era Yar + S12 ¥ar + E13 bar) Oa, 
+ (Ei Ui2+ S12Vo02+ £13432) day 
a (Enis E12 Vo3 + E1333) Oas, 
ou 
Oe = Eu (Yi Sa, + Vio Oda + V3 Gas) 
Sis Eis( Vor da, + Yo 02+ Vas 6a3) 
+ Fi3(b3; 0a, + 3s bas + 33 003 My 


¢ est-a-dire, en posant 


| [4 ot = Vii 6a, == Vis 0dy+ Vis 6a3, 
(16) {fhe dt = ba 6a,+ Usa 0a» at oz baz, 
. | 3 of = Y34 6a,+ U5 Bd + Y33 643, 


que la transformation infinitésimale associant M” 4 M'a pour symbole 


pr dy f + po Xo f+ 3X3 f, 


avec 
a of ro EF 
sce rate eds 
0 of 
{17 ) ‘ 2 Ko f = bis a + E29 rice 
0 of 
X3 f = §13 Z £23 ape 


Les transformations infinitésimales (17) ont leurs composantes 
exprimées en fonction de z;, x, seuls, comme dans Vétude relative 


au groupe (3). 
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Toute combinaison vy Xj, f+ v.22 f—-+ ys X3f peut etre obtenue 
S S A oe 
par un systéme convenable de valeurs de oa,, 0d2, day : pour Wy, Po, 
u; donnés, le déterminant des 4 n’étant pas nul, on tire de (16) 


2 


Nn 
Oa (O14 Ba “ay [42 += O34 3) OC, 


int 
Oa, = (O12 by + a2 2+ M32 Ug) OF, 


Oa3 = (Hyg Pr Ha 2 + O33 Bs ) ot. 


Construction du groupe a partir de ses transformations infinité- 
simales. — On peut, de plus, construire toutes les opérations du 
groupe (g), a partir des transformations (17), par le mécanisme 
Wintégration exposé a propos des groupes a un paramétre. 

Nous supposerons que le groupe (9) comprend l’opération iden- 
tique, cette condition étant vérifiée par tous les groupes que nous 
rencontrerons par la suite. Soient a’, aj, a} les valeurs de Oy, Ao, As 
relatives 4 cette opération : nous faisons l’hypothése essentielle que 
Ob, bo, b3) 
O(a, G2, a3) 
Donnons-nous arbitrairement des coefficients p,, 42, 43, et définis- 


le jacobien n’est pas nul pour ces valeurs de a, a2, G3. 


sons des fonctions a,, @;, a; d’une variable ¢ par le systéme 


da, 
“We + G24 Ya 431 Us, 
da, 
(18) / Sip Od Date eae as 
da, ; 
sre = Oy3 Uy + 23 Wot 033 U3, = 


ou les a sont, en fonction de @,, az, a3, les coefficients de bt déja 
obtenus en faisant linversion dans les relations (16), et prenons les 
eonditions initiales = 0,"a, —==@.,, dy=@", dg a 

Toutes les opérations du groupe (g) obtenues en donnant a a, ds, a3 
les valeurs fonctions de ¢ ainsi déterminées forment un groupe a un 
parametre t, ayant pour transformation infinitésimale 


Ba X, f+ poXo ft 3X3 /f. 
En effet, ona 


0x, dx, da, 0x', das Ox, das. 
Old tet az “dt.” da; at’ 
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iw 
Or 


Wot, moyennant (14) et (18) : 
0x’, oe, 
rege Mil ia (%1 Vir hyo Vix A133) 
+ E12 (O14 Vor + @y9U_9 + 043 Vos) 
+ E13 (O11 Y31 + %12U32+ O13 %33)] +.., 


iGeae zap ree 
le crochet se réduisant a €,,, car la combinaison 
Seyi Vsib Su2Us2 + Se3 Us3 


est égale al Joe m= s et ao pour wo ~s. Ainsi le groupe peut étre 
construit par l’intégration du systéme 


da, rl 
ae = Pi irt po bjot M3 br3, 
(19) da’ = 
P rs = Uy Eo, 4 Ua Fao { 2693 


Tous les groupes 4 un paramétre ainsi construits sont formés de_ 
transformations du groupe (9). Inversement, loute transformation 
5 y ) 

de ce groupe peut élre obtenue de cette maniére. Soit, en effet, 
T, une transformation déterminée du groupe (g), obtenue en 
donnant a a@,, d@,, d3 les valeurs a’, a, a. Supposons écrites 
les relations entre. @,, G2; @3, Ys, 2, bs et € donnant l’intégrale 
générale du systéme (18). La question revient a savoir s’il est 
“possible, en faisant dans ces relations a;=a',, @2=a',, dz=a, et 
par exemple ¢=1, de trouver pj, pe, Ys; i faut que le jaco- 
O(a), dy, 43) 
O( pa, 42, 3) 
=, ; (== Ts 5 

Or, si Von pose up= py l, Uz = fot, Uy3= psf, les quantités aj, 
G5, a3 définies par le systéme (18) sont des fonctions de wy, Us, Us 


bien soit différent de zéro pour a,= 4d), a.=@), 


yérifiant les équations 


day = 04, diy + G1 dug + 43, AU, 


aa A142 du, + 2 dus Se ZA) dus, 


daz = 0143 dU, + 3 Au, + 433 AU3. 


On voit que le jacobien des @ par rapport aux wu nest autre que le 


déterminant des «, qui est l’inverse de celui des Y, et qui n’est pas 


nul en général. 
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Revenant, pour terminer, au groupe (1) 4 7 paramétres dans 
Vespace (@,, %2,..., Zn), MOUS voyons que ce groupe est entierement 
déterminé, s'il comprend Vopération identique, par la connaissance 
de ses r transformations infinitésimales : ; 


of G) 
2 Gry SNE af ae + Eni ne 
ek, (7 
(20) Deer Mie at eh on ane Cee PEA aces pt ae 
, Of 2 Of: 
x fie S10 Oe, eTeasdnenlesaate RGHDT: Op 


En ce qui concerne la plupart des groupes usuels, la détermimation 
pratique des transformations infinitésimales peut se faire sans aucune _ 
intervention des équations différentielles fondamentales. On les met 
souvent en évidence en faisant varier les paramétres de quanttés trés 
petites a partir des valeurs définissant l’opération identique, et en 
mettant sous forme linéaire les parties principales de Ly DRS 2a 
x, — Xn. Des composantes — ne dépendant que des x apparaissent 
souvent d’elles-mémes. 

Si, par exemple, nous considérons dans l’espace le groupe des 


déplacements a six paramétres a, b, c, /, m, n, d’équations finies 


(i+ 22+ m2+ n?) (xv' — a) : 
= (1+ ?— m— n?)a+2(lm—n)y +2(m + In) z, 
(+ 2+ m?+ n?)(y'— b) 
=2(n+lm)x+(1— 2+ m?—n?) y + 2(mn — 1)z, 
(i+ 2+ m?+ n?) (2'—c) 
=a2(In—m)x+2(l+mn)y+(U— P— m+ n?)z, 


nous voyons qu’en prenant a, b, c, /, m, n infiniment petits, les 


parties principales de x’ — x, y'— y, s'— 5 sont 


t 


w— xL2=a—INy +2mMzZ, 
¥—y=b+ anx —a2lz, 
Z — 


B=ec—ame+aly. 


Ces formules mettent en évidence les six transformations infinilési- 
males du tableau 


DOG eT yeaerrae Oyen diets eigen Paste teen) eae AN 


’ 
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Ill. — ConpiTIoNS POUR QU’UN GROUPE FINI nee: Ser harer 
ADMETTE UN INVARIANT INTEGRAL DONNE DORDRE 7. : 


Soit un groupe donné, ar paramétres, de lespace (7, #2, -.-,€n)} i 
upposons-le défini par le tableau (20) de ses 7 transformations ini See 
-nitésimales. mAs pes, bs 
- Pour que ce groupe admette Pinvariant intégral oo. Saree 3 
oie Ce Pay ALAM ROR: ; rae 

SS ae : Soe are 


oon Eid 
a tet | 


a 


ae Zz 


OXn 


BE ei £7 (Brg Day, ss 4 Lp) Ot! 


‘<% 
ts 
. 


a pant - principale ¢ deAq= 1 est". 


es Oia ee den \ « . 
Biase eae Curis aS li 
eS sary ~ ae 7 


fy fren Lip Pe en ve pee qa nae es 


Scares ¢ 


eo fe A" ra) = BFC a nag ie) 


é dE \ae sa oa ‘ 
(> 2, ee pee 
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Pour que J reste inchangé, il faut et il suffit que 


» oF; . 
OF __ EF = 
OW ates ( a) of = 0, 


ou, puisque 


n 5 OF 
Ol = Xf ot = Peat 
adee 0 
(21) ra de = ane 


Revenant au groupe a r paramétres, nous concluons de ce qui 
précéde r conditions nécessaires pour que ce groupe admette VPinva- 
riant J; ces conditions s’expriment par les équations (21) écrites — 
pour chacune des transformations X,/, X2f, ..., X,/. 

Il est facile de montrer que ces conditions sont suffisantes. Sota, 
une opération déterminée du groupe; Tz admet l’invariant intégral J. 

Soient, en effet, u;, ro, .--, vr les valeurs des p, qui conviennent 
pour que le groupe a un paramétre déterminé par la transformation 
infinitésimale , 

ty dif... + prXrf 


comprenne l’opération Ty. Si ¢ est le paramétre de ce groupe, on 
aura 
dJ 


dt 


bed d)~ fat oe os 7 
puisque — est une combinaison linéaire de quantités telles que 
0 7) 
ean ge ae a 
| 5 Git) +5 (FEn)| 


qui sont toutes nulles. I en résulte que J est inchangé par n’importe 
quelle opération du groupe aun paramétre, et en particulier par 
Popération Ty. 


IV. — CoNcLUSIONS GENERALES. 


Les équations fondamentales 


(H) Sohn) Opt osa Seaton Ain. Os ; 


os 
eG a ene 


Ox OXn 
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constituent un systéme d’équations aux dérivées partielles pour la 
fonction F(a, 12, ..., Z,), et permettent, pour un groupe donné, 
de déterminer tous les invariants intégraux J de ce groupe. Le cas le 
plus intéressant, au point de vue ot nous nous plagons, est celui ot 
le systéme (E) conduit a une seule fonction F, détinie naturellement 
a un facteur prés; on peut dégager, dans cet ordre d’idées, les 
conclusions générales suivantes de l'étude qui précéde : 


1° Examinons d’abord les relations du probléme des invariants J 
avec celui des tnvariants proprement dits du groupe G,. Pour 
quune fonction ®(2,, %2,'..., Zn) soit inchangée par toute 
opération du groupe G,, il faut et il suffit qu’elle soit inchangée par 
chacune des transformations infinitésimales X,/f, ..., X,/f. 

Or, sil’on fait dans ®(z,, %, ..., Z,) la substitution 


is /, ’ > 
2S Lr 51( 4X1, 2, MAG a Rola 


ona 


res oD . OP \ Ky A 
6b = (5. eee Eon ge | ot = XO. 07. 


Les invariants proprement dits ® du groupe G, sont donc les 
solutions du systéme ‘ 


(22) XG Dic=-O7 Xa =O; XieD=="0: 


3 &) 


Ce systéme n’est pas sans relations avec le systéme (E) : si, en 
effet, ce dernier admet les deux solutions distinctes F et G, ona 


3 Oz OF 
Me, Pic ( ia ee tt) — 0, 


Ox, OXpn 


OF En 
Gl eee eg Pee Mera em sat) — o, 


Wiehe eke Oe x 


el par suite 


SOP Me Xe 
Foe tae 
ou enfin 
: a G 
Xx, O8 ==" Or 


F 
systéme (22). Ainsi tout, groupe G, admettant deux invariants 


G i : 
Nous yoyons que log = et par conséquent =» est une solution du 
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intégraux distincts J, d’ordre n, admet le rapport des fonctions f 
et G correspondantes comme invariant proprement dit. Inversement, 


si un groupe G, admet un invariant intégral 


a [ive fader. darn 
aie 


n 
et d’autre part un invariant proprement dit ®(2,, 2, +--+, Xn), il 


admet le nouvel invariant intégral fo fede, «  c A¢h~ oUn 
Sez 


ML 


groupe G, admettant un ou plusieurs invariants proprement dits ne 
peut donc définir, au point de vue ot nous nous sommes placés, une 
probabilité élémentaire unique. 


2° Le probléme des invariants intégraux est également lié a celui 

des vartélés invariantes du groupe G,. Supposons que ce groupe 

admette Vinvariant intégral fo fF dx,.. <: d&g Si, a pariir-des 
eee x 


= 


I 


équations finies du groupe, on forme le jacobien 


ON (COL ARDEA econo) 
0( 2X, HA, wey Xn) 
on a nécessairement 
G OBE Wacstics “Lay BP (QaseOo, are eo) 
— == ee Bie Oe RO ER oe 
Gi Bynes ey) DELP okeetien cana yy oP) 


ce qui exige, pour que le jacobien ne soit pas nul, que les quantités — 
ECGs Yj os iy Lp) Cb EUG ee oe. es ey Solent mules ou infinies 
simultanément. I] résulte de cette remarque que les variétés de 
Pespace (2, 22, ..-, Z_) vreprésentées éventuellement par les 


équations 
I 


le) et = 
F 


19) 
sont des variétés invariantes du groupe. 

Soit My un point de Pespace (21, @2,-.+,2n); tous les transformés 
de My par les diverses opérations d’un groupe G, donné ont un lieu 
géoméwique, qui peut étre tout l’espace (ou toute une région) si 
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est supérieur ou égal an, et qui, lorsque r est moindre que n, est 
une variété ar dimensions au plus. F 

On appelle groupes transitifs les groupes tels que le leu 
géométrique des transformés de My remplit en général tout Pespace, 
ou toute une région de celui-ci, a laquelle se rapportent les opérations 
du groupe. Les autres groupes sont dits intransttifs. 

Tout groupe ayant un ou plusieurs invariants proprement dits est 
intransitif, car le lieu des transformés d’un point M, appartient a la 
yariété définie par les équations . 


D(C Soe recent oo eae a er ER ON 


On voit que seuls les groupes transitifs conviennent au point de vue 
de notre étude. 

Sans tratter la question en détail, il est facile d’esquisser, par des 
considérations géométriques simples, la recherche des variétés 
invariantes d’un groupe transitif donné. 

Soit en effet V une telle variété : si My est un point de V, de 


coordonnées x}, v7, ..., x°, le lieu des transformés de My par 
toutes les opérations du groupe est formé de tout ou partie de V. 


Or, ce lieu a pour équations paramétriques 


aes 0 . 
x4 Saat eaey 5 s ORROL IEE 14, G2, «++, Oy) 5 


SU tede late wel <ie\e, © vile hace lense oligileimile ip <©. o.e".e' le. 0,6) «0 


ree ; 0. 
I OL atria ng Dey Ei; Gas -«\-o5 Ap )s 


les paramétres étant a,, d, ..., a-. Le groupe étant transitif, ce 
lieu a au moins 7 dimensions effectives en général. Mais il peut y 
avoir des points M, exceptionnels, pour lesquels tous les déterminants 
d’ordre n tirés de la matrice 


of afi 
Oa, . 0a> 
fn. fn 
Ja, 0a, 


sont nuls. Comme, d’aprés les équations (14), les éléments de cette 
matrice sont des combinaisons linéaires, avec les coefficients 4 de 
déterminant non nul, des éléments de la matrice formée par les & du 
tableau (20), nous voyons apparaitre Vidée générale que, pour 
chercher les variétés invariantes d’un groupe transilif, on essaie 
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d’annuler tous les déterminants d’ordre n, puis tous ceux d’ordre 
f . 
. 
n+, .:>, du tableau des‘. 


3° Le changement de variables 


Hy = 911, V2) +++ Ynds 


Br=OnN1) Ks shen Hw) 


transforme l’intégrale 


J =f of Fes LS aoe) CE Aes ea 


PS SENSES 


2 
en 
O (x4, HQ, +22) Xn) 


bette a) 9 d Al Voge eee CL me 
- fF a sey Qn) O(N, Yr eos LY 1 AV 2 ay 
Scns Se 


Wu 


I] est évidemment possible, d’une infinité de maniéres, de choisir les 
variables y,, ..+, ¥, de facon que Vélément différentiel nouveau se 
réduise a l’élément de volume dy,, dys, ..., dn; on peut prendre 
par exemple x,, ..., Yn, arbitrairement en fonction des y, et 
choisir Z, parmi les intégrales de /équation aux dérivées partielles 
exprimant la propriété envisagée. 

On peut dire que tout systéme de variables y,, 72,.---, Vn 
possédant cette propriété est privilégié si ’on opére dans des condi- 
tions d’invariance de J; de telles variables sont dites variables 
équiprobables ou, plus simplement, variables normales. 

La considération des variables normales permet de se faire une 
idée des ensembles de points de espace (a), ..-, 2n) mesurables 
vis-a-vis d’un groupe donné a invariant J unique; ces ensembles 
seraient ceux auxquels correspondraient, dans espace d’un systéme 
de variables normales (y\, ¥2, ..-,¥n); des ensembles mesurables 
au sens de la théoric de MM. Borel et Lebesgue. 

Ce sera par exemple le cas pour un ensemble de droites du plan, 
définies chacune par une équation canonique, xcos4 +) sinf —p=o, 
si ’ensemble des points: (p, 4) correspondant est mesurable. Nous 
renvoyons le lecteur a un article trés suggestif de M. Lebesgue, que 
nous aurons a citer encore au Chapitre V ('). ; 


(') H. Lesescue, Exposé d'un Mémoire de Crofton (Nouvelles Annales, 1912). 
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4° Tout groupe admettant un invariant intégral J unique est 
transformé par un changement de variables en un groupe possédant 
la méme propriété. Lorsque deux groupes sont tels qu’on peut passer 
de lun a lautre par un changement de variables convenable, on dit 
qu ils, appartiennent a un méme type. La recherche, pour un nombre 
de variables déterminé, de tous les types de groupes ayant un 
invariant intégral unique présente donc un intérét incontestable au 
point de vue des fondements de la théorie des probabilités 
géométriques. 

Les problémes usuels sont évidemment définis vis-a-vis du groupe 
des mouvements euclidiens A deux ou trois dimensions. Mais il 
convient de remarquer que des éléments géométriques moins simples 
que des points peuvent intervenir; le groupe géométrique des 
mouvements définit, pour les paramétres dont dépend une catégorie 
d’éléments, un groupe de transformations vis-a-vis duquel les 
_é€quations fondamentales (E) détermineront, dans chaque cas, la 
probabilité élémentaire-éventuellement invariante. 

C’est Ace point de vue que seront examinés, dans les Chapitres 
suivants, diverses catégories générales de problémes, portant sur des 
points, des droites, des plans, ou les diverses positions possibles d’un 
solide mobile dans l’espace. 


DELTHEIL. 3 


CHAPITRE II. 


PROBLEMES RELATIFS A DES POINTS. ° 


I. — PROBLEMES DU PREMIER ORDRE. 


Il n’y a que peu de chose a dire des problémes du premier ordre 
relatifs 4 un point pris au hasard sur un segment de droite, dans un 
domaine du plan, ou dans un domaine a trois dimensions de l’espace. 
Le groupe des mouvements, vis-a-vis duquel nous définissons la 
probabilité, impose le choix des probabilités élémentaires dz, ou 
dady, ou dxdyds. Et les calculs auxquels peuvent conduire des 
problémes du premier ordre sont du domaine direct de la Géométrie 
ou de l’Analyse pure. 

Pour un point pris au hasard sur une courbe plane, le groupe des 
mouvements plans n’impose le choix d’une probabilité élémentaire 
que dans le cas du cercle, ligne a courbure constante : s’il s’agit 
d’une courbe autre que le cercle, toute probabilité élémentaire de Ja 
forme f (R) ds, ds étant Pélément d’arc et R le rayon de courbure, 
est acceptable : il subsiste une fonction positive arbitraire. De méme, 
dans espace, hors le cas de Vhélice circulaire, il subsiste dans 
expression de la probabilité élémentaire relative a la position d’un 
point sur une courbe gauche une fonction positive arbitraire de la 
courbure et de la torsion. 

Des observations analogues peuvent étre faites & propos des 
problémes portant sur un point pris au hasard sur une surface dans 
lespace. Nous étudierons seulement le cas ot cette surface est une 
sphére : le groupe des déplacements euclidiens autour du centre de 
la sphére conduit immédiatement a adopter comme _ probabilité 
élémentaire /’élément d’aire sphérique 


_ Rdw dy 
= 


dJ 


\ 
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w 
Cr 


qui, en introduisant les coordonnées géographiques ©, 4 telles que 


xz = Ksin 0 cos 9, y = Rsin 9G sin g, = RK cos, 
s’éerit 
dJ = R*sin 6 di do = R? de, 

dQ désignant « élément d’angle solide » autour du point O. 

On voit que, si toutes les longitudes o sont également probables, 
il n’en est point de méme pour les colatitudes 4 : on risquerait donc 
de se tromper en raisonnant sans précautions séparément sur 4 et ©, 

Peut-étre y aurait-il lieu d’étendre ces considérations a toutes les 
surfaces a courbure constante, positive, négative ou nulle, applicables 
sur elles-mémes d'une triple infinité de maniéres : l’élément d’aire 
dune telle surface constitue un invariant intégral du groupe a trois 
paramétres mis ainsi en évidence. Nous n’insisterons pas sur cette 
extension, quine parait guére susceptible d’applications concrétes ('). 

Terminons ces remarques préliminaires par une observation fort 
importante : alors qu’en matiére de probabilités discontinues la 
certitude de réalisation d’un événement, ou de sa non-réalisation, 
correspond a une probabilité égale respectivement a 1 ou a o — ef 
réciproquement — dans les questions de probabilités continues, la 
proposition directe seule est. vraie. La probabilité pour qu’un point 
pris au hasard dans une sphére soit précisément dans le plan de 
léquateur est nulle, puisque les points intérieurs a la sphére et situés 
dans ce plan peuvent étre renfermés dans un volume inférieur a toute 
limite donnée, et cependant l’évyénement réalisé n’est nullement 


impossible. 
JI. — PROBLEMES DU SECOND ORDRE. 
APERGU D'UNE METHODE DIFFERENTIELLE DE CALCUL. 
' Généralités. — Examinons maintenant le cas de conditions a réa- 


liser par une figure formée de plusieurs points, pris indépendamment 
les uns des autres dans un domaine que, pour plus de généralité, 


(1) Cependant, Vétude du « groupe paramétrique » du groupe non euclidien 
ay 2 Wise 

ce +d 
probabilité élémentaire relative 4 la position d’un solide dans lespace (voir 
R. Derrnei, These, Annales de la Fac. de Toulouse, t. XI). Cette question 
sera reprise, par une autre méthode, au Chapitre V du présent fascicule. 


introduit dans cette théorie peut permettre la détermination -de la 
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nous supposerons pris dans l’espace des coordonnées normales 
(ong bet Cant) « ‘ 

Tout d’abord, le principe des probabilités composées nous conduit 
a adopter, pour la figure formée par les points M,, Ms, ..., M,, la 
probabilité élémentaire 

VN Ne 
produits des éléments de volume pris autour des points considérés. 

En ce qui concerne les conditions a réaliser par la figure F formée 
par les points M,,...., Mn, nous n’examinerons que des conditions 
intrinséques, c’est-a-dire ne faisant intervenir que les dimensions ou 
la disposition relative des éléments de la figure F considérée en soi, 
indépendamment du domaine D de l’espace a l’intérieur duquel sont 
pris au hasard les points M,, ..., Mn. 

Précisons cette restriction par des exemples simples : si trois points 
A, B, C sont pris au hasard dans un domaine D du plan, la condition 
«AB<a », ou la condition « Triangle ABC acutangle », sont , 
intrinséques. La condition pour le cercle ABC d’étre tout entier a 
’intérieur du domaine D n’est pas une condition intrinséque. 

Dans ces conditions, la probabilité est 

U 


Sino, 


P 


V étant le volume, dans l’espace (2,, %2,..., %m), du domaine D, et 
U un certain numérateur, représentant la mesure de l’ensemble des 
cas favorables. 

Soit D’ un nouveau domaine, contenant a son intérieur le domaine 
D tout entier. Si AV désigne le volume du domaine additionnel D" 
formé des points de D! qui n’appartiennent pas a D, la variation AP 
de P quand on passe de D a D' a pour valeur 


phar nelle 3 
[V+ AV]®* VR’ 


le nouveau numérateur U + AU représentant la mesure de l’ensemble 
des cas favorables que l’on peut obtenir en prenant les points 
M,, M,, ..., M, dans le domaine D’. 

On peut obtenir ces cas favorables en prenant n points dans D, ou 


n—1 points dans D et 1 dans D", ainsi de suite, jusqu’a n points 
dans D’. 
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Si Px, désigne la probabilité de réalisation des conditions du 
probléme par une figure formée de n—k points pris au hasard 
dans D, et & points pris au hasard dans D’, ona 


Ue AU =U US... Ue, 


avec ‘ 
U;,= CEP EV e=k (AV )*; 


puisque, dans le développement de (V + AV)”, mesure de l’ensemble 
des cas possibles, les cas possibles obtenus en prenant fk points 
dans D" et rn — & points dans‘D interviennent par le terme 


Ce VF (AV )E. 
On peut écrire dans ces conditions : 


(1) (P+ A4P)(V+AV)?=P.V"4 nP, VIAV +... 
+ Ck Py V2—-* (AV)E +... Pa (AV)2, 
ou 
eo = n(Py— Py VIIA 
+. CK (Py — P) Va-k(AV) Ee.. + (AV)2(P,— P). 


Tout ce qui précéde résulte de la seule application du principe des 
probabilités totales, et est valable quel que soit le domaine 
additionnel D”’. 

Imaginons maintenant que D" soit un accroissement infiniment 
petit du domaine D; si dans la formule ci-dessus, nous limitons 
l’écriture aux infiniment petits du premier ordre, nous avons 


V25P =n(P,—P)V"-18V, 
ou 


(2) 3P =n(P,—P) >. 


Dans cette formule, n désigne le nombre de points constituant la 
figure F, P Ja probabilité de réalisation des conditions du probléme 
lorsque ces points sont pris au hasard dans D, P, la probabilité de 
réalisation de ces conditions par une figure I formée par un point 
pris au hasard dans D’ de volume oV, etn —1 points pris au hasard 
dans D. 

La formule (2), indiquée par Crofton dans l’article « Probability » 
rédigé par lui pour la neuviéme édition de l’Encyclopedia 
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Britannica, est fondamentale et susceptible de fournir dans bien des 
cas, en ce qui concerne le calcul méme de P, le moyen d’éviter les 
calculs d’intégrales multiples, souvent inextricables, auxquels on se 
trouve directement conduit dés que le probléme est posé. 


Exempires. —— Les applications les plus fréquentes sont celles ot 
PI ! I S| 

l'on peut déduire le calcul de P, par simple intégration, du calcul — 

plus simple — de P,. Commengons par un exemple tout a fait facile: 


Soit AB un segment de droite de-longueur a; on prend au 
hasard deux points M,, My, sur AB, et l’on demande la proba- 
bilité pour que M, My, sott moindre que b. 


La probabilité P est foncuon de a et de 6; donnons a @ un 
accroissement da. Nous avons, d’aprés (2) : 


gp peer tae 


a 


; a0 
Or, P, est égal a ey: On a donc 


dP + 2P =2— da 
ou 
d : 
4a” i) = DO» 
ce qui donne en intégrant 
e@P=2ab+), 


 etant une constante par rapport a a. Pour b=a, on doit avoir 


P—1, donc 4 = — 62: On a ainsi le résultat ' 
reat 
a Gl 


pour lequel le calcul direct, quoique facile, est moins simple que. 


celui indiqué ci-dessus. 

Soit maintenant a calculer la probabilité pour que la distance 
M, Mg soit moindre que 6, lorsque les points M, et M, sont pris au 
hasard, indépendamment lun de l’autre, a V’intéricur d’un cercle 
donné de rayon R. 


pe Beat!) saa he 


pas 7 


+ 


oe 
iad 
‘ee 
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Cette probabilité a pour valeur 


b 
|p [ Pitz) da, 
ev 0 


en désignant par p(x)dx la probabilité pour que M, My soit compris 
entre # et x + dz. a 

Or, donnons 4 R un accroissement dR; nous aurons, d’aprés la 
formule (2), 

ds dit 
_dp — re P= 4 (P— PR 

p,dx étant la probabilité pour que M,;M, soit compris entre a et 
x + dz lorsque M, est fixe sur le contour du cercle. On a immé- 


diatement 
AT 20) 2 


Pi == SOME gee R2 


’ avec 22 sin 6: 


: dR : 
et comme, pour # donné, ona 5 A cotl/ = o, il en résulte l’équa- 
tion différentielle . 
: 16 {26 ae 
dp — 4p cord dd = — — 1) sin 0 cos 6 db, 


qt 


dont lintégrale générale est 


8 ; 6. a 
p= 26) sin?0 ——~ sin?6cos0 + sin’. 
TX EL 


= . 5 Ae 19 : 
On détermine i par la condition que p=o pour 4 = =) et Pon trouve 


=o. On a alors en intégrant de = 0 a # = b, on avec la variable 
H, de8#=o0at=—68 tel que b= oRsing : 


8 : 68 
ft ; : ( Tay ‘ 
f (x — 28)sin0 cos8 al eke { sin? cos? 6 dl 


cia 
Tv 


“0 i) 
ou 
ab?+ 98 (R*— b2)— (2 R2+ 6?) sin§ cosh 


a R2 


| Pe ae 


Ce résultat, obtenu par un double emploi de la méthode infinite- 


simale, exige des calculs relativement compliqués si lon s’en tient 


aux intégrales multiples mesurant. Vensemble des cas fayorables et 
Vensemble des cas possibles. 
Ce probléme de la probabilité pour que la distance de deux points 
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pris au hasard dans un certain domaine soit moindre qu'une longueur 
donnée est loin d’étre simple dans le cas général du domaine intérieur 
4 une courbe ou a une surface fermée quelconque. Il se rattache a la 
question des équations d’état en Physique moléculaire ('). Le 
lecteur trouvera dans le Tome I, fascicule I (Chap. IV) du présent 
Traité, une étude directe des deux cas que nous venons d’envisager et 
de quelques autres cas intéressants. 


Application de la méthode différentielle aux valeurs moyennes. — 
Dans les problémes de probabilités relatifs a Vespace (2ige seeeieeega 
la probabilité élémentaire étant F(2,, £2, ..., @n) dx,..-d%n, 
nous définissons la valeur moyenne d'une fonction 


Haeaw alia oaw rey dey) 


dans un domaine D, comme étant le rapport des deux intégrales 
[oF AiO, et pe GON vo CMa 


étendues au domaine D. Comme nous |’avons fait remarquer 4 propos 
du probléme de Ja roulette, cette définiion comprend comme cas 
particulier la définition de la probabilité : la probabilité est la valeur 
moyenne d’une fonction égale a 1 dans les cas favorables et a o dans 
les cas défavorables. 

Placons-nous dans le cas, envisagé dans les premiéres pages de ce 
Chapitre, ou élément géométrique auquel se rapporte la question 
posée est une figure F formée de n points d’un domaine D dans 


Pespace (2,, 22, «.., Zm) des coordonnées normales. Et soit y une’ 


fonction de cette figure. 
La valeur moyenne de y est 
Y 


aes Oy 


V étant le volume intérieur au domaine D, et Y un certain numé- 
rateur, mesurant la somme des valeurs de y pour tous les cas 
possibles. 


Entourons, comme plus haut, le domaine D de l’accroissement D’; 


(') Voir P. Langrvin, La Physique depuis 20 ans, Chapitre IV. | 


Tp. 
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nous aurons 
(w+ An)y(V + AV)P= Y+ Y¥,+ Yor...+ Yn, 


en désignant par Y, la valeur de Y pour tous les cas obtenus en 
prenant rn — k points dans D et & points dans D’. 

Si AV est infiniment petit, Yo, Y3, ..., Y, sont d’un ordre 
supérieur a Y,; on peut écrire 


Yi S704 V1 8, 


en désignant par p, la valeur moyenne de y lorsque la figure F est 
formée de nm —1 points de D et un point de D’. On obtient ainsi la 
formule suivante donnant la partie principale de Ou. : 


a & oV 
(9) hia OZ oe) yy 


Cette formule comprend la formule (2) comme cas particulier, 
puisque P est la valeur moyenne de la fonction y égale a 1 dans les 
cas favorables et a o dans les autres cas. 

Examinons quelques applications simples. Soient M, M’ deux 
points pris au hasard, indépendamment l’un de l’autre, sur le 
segment AB de longueur a; et soit & trouver la valeur moyenne 
de y —=MM”. 


Si le point M est en B, on a 


a 
I ap 
B= ROGUE . 
aJ, Daa 


Et la formule (3) donne, pour un accroissement da de la 


longueur AB : 


D’ou 


el, en intégrant, 
A? |. —_ ee AR Se) apr? + C, 
(p +1) (p+ 2) 


C étant nul, car p doit l’étre pour a = o. 


On a ainsi 
2aP 


ES -(p aen) (p oe eh 
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( a Saray a? 
La valeur moyenne de MM est donc me celle de MM’ est aie elle est 
plus grande que le carré de la valeur moyenne de MM’. 
Si les points M, M’ sont pris a Vintérieur d’un cercle, on a, en 
désignant par » la valeur moyenne de MM’ 


pa tena ak 
dy. => 2 —— > = 4 (CU ea Pee 
pour un accroissement dR du rayon; p, est alors la valeur moyenne 
de MM’, lorsque M est fixe sur le contour du cercle. Avec des axes 


tels que le cercle ait pour équation polaire p = 2Rsin§, nous avons 


1 8k 32R 
Re i [ v2de dd = 5 ie URAC toca” 
Same Jey 


Comme on a évidemment »=kR, py=h,R, & et hk, étant des 
nombres arithmétiques, il en résulte que du=kdR, et la relation 
ci-dessus entre u et p, s’écrit k= 4(h,—k). On a done 


128R 


Pe 
. 
k= ok et r= > 
457 


i) 


Ce dernier résultat peut se déduire aussi de l’expression obtenue 
plus haut pour la probabilité pdx pour que MM’ soit compris entre 
zetx-+dx. Ona immédiatement, en effet, 


aR 
(ios i api x)adex 


ou, avec x = 2Ksin§ : 


Tw 
16R 2 : : 128R 
p=— J [(x — 29) sin?6 cos — 2sin3 cos?6] dd = . 
Tr Yo 4o Tr 
Ill. — APPLICATION AU PROBLEME DU QUADRILATERE CONVEXE DE SYLVESTER. 


Etant donné un domaine convexe dans le plan, quelle est la 
probabilité pour que quatre points pris au hasard dans ce domaine 
forment un quadrilatére convexe ?- 


Ce probléme, historiquement, est le premier probléme de proba- 
bilités géométriques qui ait été posé sous une forme assez générale 


STE a eee Ta” ey eI ME et PM) |S ee ee 


h eels 


sat 


Ay 


. 
Ee 
; 
4 
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depuis le probleme de laiguille de Buffon. Ila été résolu, pour des 
domaines simples, par Sylvester et quelques-uns de ses éléves :.c’est 
un exemple intéressant d’application de la méthode différentielle de 
calcul exposée au paragraphe précédent. 


Méthode. — Désignons par A, B, C, trois points pris au hasard 
dans le domaine convexe considéré, La probabilité pour qu’un qua- 
triéme point D, pris au hasard dans le domaine indépendamment des 
trois premiers, tombe dans le triangle ABC est égale au rapport de 
Yaire du triangle ABC a VPaire S du domaine. Si T désigne laire 
moyenne du triangle ABC, la probabilité pour que D tombe dans ABC 


% af Battin. , ® x 
sera = 3 la probabilité dun quadrilatére concave sera, dans ces con- 


os if San A 
ditions, 4-3» car un tel quadrilatére peut étre obtenu avec D 


dans ABC, A dans BCD, B dans ACD, ou C dans ABD. 
Nous aurons done pour la probabilité d’un quadrilatére conyexe : 
: T 
P = | — nee 
S 
Le ealeul peut étre considérablement simplifié par la remarque sui- 
| P } | 
vante : supposons, pour un probleme de probabilités posé a propos 
dune figure F formée de n points pris au hasard dans un domaine D, 
que Von sache déterminer un accroissement infimiment petit du 
domaine D, tel que Ja probabilité soit la méme @ priori quand on 
remplace le domaine D par le domaine D’ formé de D et de cet 
accroissement, I] résulte alors de la formule (2) : 
6V 
(oy Bd = n(Py— P) p> 
que. P= Py. EG ainsi le caleul de P est ramené directement a celui 
de:P;. 
Dans le cas du probléme de Sylvester, toute transformation linéaire 


du lype 


X=ae+by+e, 
Y=crt+dy+f 


multiplie T ct S par le méme facteur ad — be. Elle laisse P inchangé. 
Il est facile de choisir a, 6, c, d tels que la transformation soit infini- 
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tésimale et que le contour du domaine nouveau entoure le contour 
primitif, En supposant Porigine des coordonnées intérieure a ce 
contour, il suffira de prendre, par exemple, 


Cif 10; a=i+26t, Pini On d=I-+ 3 66, 


a2et B étant positifs. 
Le raisonnement par lequel nous avons obtenu 


Ab 
P =1—f a 
aS 
nous donne, en supposant l’un des points A, B, C, D sur le contour 
du domaine, 
T, 

PS 3. 

1 I S ) 

en désignant par T, l’aire moyenne du triangle ABC qui aurait ses 

deux sommets B et C pris au hasard a lintérieur du domaine, et son 

sommet A choisi au hasard dans la portion du plan constituant l’ac- 

croissement du domaine obtenu par!’ opération infinitésimale envisagée. 

Tout se raméne donc au calcul de T, : et ce calcul lui-méme exige 

@abord celui de la valeur moyenne ¢ de l’aire ABC, lorsque A est un 
point fixe pris sur le contour du domaine. 


Cas @’un domaine polygonal. — Le calcul de cette aire moyenne + 


est simple, en principe, dans le cas ou le domaine considéré est” 


limité par un polygone convexe den cétés. En joignant le point A 
aux sommets du polygone, nous décomposons celui-ci en n — 1 
triangles, d’aires S,, S,, -.., S,-,. Désignons, dans ces conditions , 
par 7; la valeur moyenne de l’aire ABC lorsque les sommets B et CG 
sont tous deux dans le triangle de rang z, et part; la valeur moyenne 
de cette aire lorsque les sommets B et C sont respectivement dans les 
triangles de rangs 7 et. 

L’extension du principe des probabilités totales aux yaleurs 
moyennes nous donne la relation 


Tips 


(4) (Sy 4 Sy... +S ,4)t = BS? t+ 2 BS,S,; 


qui raméne la question au calcul des moyennes élémentaires 7; et Taye 
Le plus simple des deux calculs est celui de <;;; pour B fixe dans le 
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triangle de rang ¢, l’aire moyenne de ABC, lorsque C est pris au 
hasard dans le triangle de rang 7, correspond a la valeur moyenne de 
la hauteur-issue de C: cette valeur moyenne est la distance A AB du 
centre de gravité G; de l’aire du triangle de rang 7. Et en reprenant 
ce méme raisonnement pour tous les triangles ABG;, on trouve 
que 7; a pour valeur laire du triangle AG;G;. 

Quant a 7;, un peu de réflexion montre que c’est le produit de S; 
par un nombre arithmétique A, valable pour tous les triangles pos- 
sibles. Deux triangles quelconques tant donnés, on peut en effet 
passer de l’un a l’autre par une homothétie suivie d’une projection 
cylindrique, opérations transformant les aires en des aires propor- 
uonnelles. 


On détermine ) par la remarque suivante : soit AKL (fig. 1) le 


Lt 


Bigeeks 


K 


ref 
‘ 


> kg---3--- 
: 


triangle de rang, et soit w le milieu du coté KL. Appliquons la 
relation (4) ci-dessus au triangle AKL, somme des deux triangles 
AKw, Awl; nous avons 


Sea Se ce Sy 
s}18,= (=!) een A ke, 


k et 1 désignant les centres de gravité des triangles partiels. 


= 


- 2 6 pote & : 
Comme laire Ak/ vaut — Si, nous avons immédiatement pice et 


Cas d’un domaine triangulaire. — Appliquons ce qui précéde a la 
résolution du probléme de Sylvester pour un domaine triangulaire 
A, AAs (fig. 2). 

Une homothétie de rapport 1 -+-6¢ par rapport au sommet A; ne 


- CHAPITRE ill, 


change pas Pp; nous avons donc 


: a Par—32, pei ? <a 


avec 


Re a «ax, 
eet 8 


0 


UNGiet avons, en faisani intervenir les iriangles pares; AA, 


et AR AS, Paires ets 1 oT ear ee 
st = - $3 ee sre 5S See 2 : oe ie 


, 


POL a ba hauteur du triangle, nous avons — 
2 ae ee 


1 tee es z 
s S=-ah, SiS 5eh, 4 peti 24s 


To = ae 33) We AG, — aa ze moe A, 
27 re eA Gas 


rier v \ 


et d’autre part 
es 27 S41, 


‘Tl en résulte ass a Bae By faker, her ae 


ee (0) = | tats: Baar acla—a)|, 
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Les calculs se compliquent considérablement lorsqu’on examine la 
question pour un domaine polygonal convexe de plus de trois cétés. 
Le cas de quatre célés peut cependant étre traité jusqu’au bout sans 
trop d’écritures, et il donne lieu a une discussion intéressante. 


Remarquons d’abord qu'il est toujours possible, par une transfor- 
mation du type 


X=azr+by+e, 
Y=ca+dy-+f, 


de transformer le quadrilatére proposé en celui de la figure 3, formé 


des sommets O, A,, A,, A; de coordonnées (0, 0), (1,0), (a, 5), 
(0,1) avec a et b positifs. 
Cela posé, marquons sur le cété OA, un point A d’abscisse x, et 


calculons l’aire moyenne <(.z) correspondant a ce point A. 
Nous avons 


I 
S;= —b(1—2), S:= [(6—1) 2+], Sa= oo, 
d’ou : 


Dy 02, Os: 


Nous avons d’autre part pour l.s coordonnées des centres de gra- - 


vité G,, Go, G; : 


1 oe a b 
G,: er eae S Wiha 
ora te (6) 
Ges Ey 5 ? ho= ? 


PY #4 
Ga > Es 
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D’ow pour t25, t13, t12 les valeurs, faciles 4 obtenir au moyen des 


déterminants : 
I I 
%3= — (264 +a), T3= —(2b4—2x4%+a-+1), 

LS aes 18 

I 
\ TM2=—s(1+a+b—22). 
18 
1 en résulte, par la formule ¢ 


Sr= + (St S3+ 53) = 252S37%23+ 281,S3t13-+ 2S; Soto, 
/ 


la valeur de l’aire moyenne 7(2). 
Remarquons qu’une homothétie de rapport 1 + dt et de pole A, ne 


change pas P. Nous avons par conséquent 


P=1—3—) 


ou la valeur moyenne T, est donnée par la formule 


aig bt, 


G67" 


= 

7, et t désignant les valeurs moyennes de t lorsque le point A par- 
court respectivement OA, et OA,. Le calcul de ty, se déduit immé- 
diatement de la valeur t(x) relative au point A de la figure ocala 
valeur de tq s’en déduit évidemment par l’échange des lettres a et b.. 
Le lecteur effectuera facilement les calculs de détail; le résultat 


est 
ab(a+b—1) 


oe (a+b) 


ele 
9 


wl) 


Le quadrilatére OA, A, A; étant convexe, ona 
a+b—s>o0, 


2 
3 . 
quantité ne s’annule que si le quadrilatére se réduit 4 un triangle : 


et P est la somme de = et d’une quantité positive. Cette derniére 


: ae eB 
et nous retrouvons bien, dans ce cas particulier, la valeur 5 


obtenue plus haut. 
La méthode la plus simple pour discuter les valeurs de P consiste, 
en remplagant @ et 6 par des coordonnées courantes, 4 construire 
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49 
le heu géométrique du. quatriéme sommet A, lorsque sont donnés 
les trois premiers et_la valeur de P. 


Les courbes obtenues ont pour équation générale 
(v) 


(ay) hay (2+ y —1), 


parmi lesquelles seules nous intéressent celles qui correspondent 
neh Os 


Si nous coupons la courbe (T) par la droite 


Ly, 


les deux points d’intersection, symétriques par rapport a la premiére 
bissectrice, auront des coordonnées racines de l’équation 


x ne we 
NS XG 

_ 1 OE) 
Ces points ne sont réels et situés dans la région du plan qui nous 


Fig 


ae 


intéresse que si, pour A donné, positif, y est compris entre les 
racines py’, ».” de léquation 


4h p?—dAuth =o, 


et celles-ci ne sont réelles que si A est supérieur a 16. Le maximum 


de P correspond au minimum de 4; pour } = 16, on ap! =p" =2; 
DELTHEIL. 


4 
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le point A, est alors le quatriéme sommet du carré construit 
25 
a 
Les diverses valeurs acceptables de i donnent des courbes fermées 


sur OA, et OA, : la valeur correspondante de P est 


qui entourent le point w: sur chacune d’elles, les sommets o,, 
sont conjugués harmoniques par rapport a O et w; 9, s’éloigne indé- 
finiment quand o, se rapproche de la droite A, A;. 

Il est clair qu’on pourrait dessiner un réseau dé courbes analogue 
a celui de la figure 4 en partant de trois sommets O, A,, A;, absolu- 
ment quelconques ; une projection cylindrique oblique, suivie d'une 
homothétie, permettrait de passer de l'un a l'autre réseau. 


; 25 4 
La valeur P= = relative au point w est done valable pour fout 


parallélogramme, et l'on voit que P, pour un quadrilatére quel- 


: OYA : ; 25 
conque, est compris entre = valeur relative au triangle, eb ae valeur 
fo) Seana : 
relative au parallélogramme. 
Cas d’un domaine circulaire. — Si le domaine envisagé est circu- 


laire, il est clair qu’un accroissement du rayon égal a dR ne change 
pas P. Nous avons donc 


+ étant l’aire moyenne du triangle ABC lorsque A est un point fixe 
de la circonférence. 


Si le cercle a pour équation polaire o = 2R sin @ par rapport a la 
tangente Ax et au pdle A, nous avons 


I : ! * Uy tf Vi 
vac (tf oo" sin | 0’ — 8 | 0 do dO 0! de! dt’. 
Les intégrations en 0 et 9 vont de o a 2Rsin§ ou 2Rsin§. Ona, 


dans ces conditions : 


32 R? 
gn 


a hey sin? sin36’ sin | 0’— 0] d0 a0’. 
Supposons 4 > 4 et doublons le résultat tel qu’il est obtenu au moyen 
de cette restriction. Nous avons 


64 R2 a 
v= iB fe sin3 0’ d6’ 
vu 0 & 0 


gr? 


i) 


sin*0 sin(0’ — 0) dd. 
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Pia derniére intégrale vaul 


§" 6” 


—— : eden basing [ sin? cost dd — cos’ [ -sin*() dp 
: 0 0 ; 


A Limeade: f ee eel a Tay 
sin 8’ |— sin‘0| —cos6"|= 6— -sino6 + —sin 40 
ey 0 8 4 32 
ae > < ae ‘ ” 
_; Cest-a-dire ao 
; eee ae i : 
sin’ 0’ — — 0’ cos 6’+- - sin 24 cos 6’ — 3 cos 0’ sin 4 0% 
4 a, 


‘ 
NIM 
ol vo 


~ TV. — LA PROBABILITE CONSIDEREE COMME FONCIION DLE LIGNE. 


___Revenons au probléme général relauf a une figure I’ formée par 
“n points pris au hasard dans un domaine, et plagons-nous dans le cas 
simple d’un domaine plan. 
. Supposons ce domaine d’un Beak tenant et formé par les points 
~ intérieurs a une courbe fermée C, constituée elle-méme par un 
_nombre fini d’ares analytiques, La pr obabilité est alors une. fonction: 
dé la ligne C. “eae 
Sil désigne la longueur totale de C, un point M du contour peut 
“etre défini par le parapetre angulaire 
Ss. 
p= 2TPs ee 
otis désigne Vabscisse curviligne du point M. Quand le point M 
Ag ere le contour C, ¢ varie tap oaan. 
4 - Portant a partir du point M, sur la normale extérieure au con- 
tour C, une re longueur infiniment petite 


MM’=8n aye ys 
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nous réalisons un contour C! infiniment voisin de C et extérieur 
a C. Le raccordement des divers arcs de C’ au voisinage des points 
anguleux éventuels du contour C peut étre fait d’une fagon arbitraire, 
pourvu que chaque arc de raccordement reste a une distance infini- 
ment petite du point anguleux correspondant. 

Nous avons alors, d’aprés la formule (2) : 


SP 27 (Pe Pye 


S étant l’aire intérieure a C, et 6S Vaire / dnds comprise entre C 


et C’. 


Dérivée en un point. — Imaginons que G(¢) soit nul pour toutes 
les valeurs de 9, sauf celles comprises entre 9, et 9) + doo. Ona 
alors 

56 oe dn dg, 
27 
oP ie: 
et le rapport-z a pour limite 
. (Pi ots ), 


ot p, désigne la probabilité de réalisation des conditions du pro- 
bléme par une figure formée du point fixe M,, de paramétre 
sur C, et n — 1 points pris au hasard a Vintérieur de C. 

Cette quantité est la dérivée de P au point My, au sens de la 
théorie des fonctions de lignes de M. Volterra. On peut écrire, con- 
formément aux notations habituelles, 


(6) P'[(C), ¢] =< Tai(g) — PI. 


Supposons maintenant que la quantité én soit partout dirigée 
vers lintérieur de C, la courbe C’ se trouvant ainsi intérieure a la 
courbe C, La formule (1 ) peut se traduire de la facon suivante, en 
remplagant V-+-AV par S, V par S —4S, et en désignant pa PAP 
la valeur de P relative a Cl: : 


P.S’= (P+ AP)(S —68)"4+ nPi(S—8S)2 48 +. 
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dou, pour la partie principale de AP, la valeur 


3S 


§P =—n(P, i ee 


de sorte que, si l’on considére dans le cas actuel 6S comme négatif, 
et si l’on se place dans le voisinage du point Mo, on constate que P a 
pour dérivée au point M, la quantité (6) déja calculée, que l’accrois- 
sement de domaine envisagé autour de M, soit intérieur ou extérieur. 
Nous voyons que si, dans le cas général, la courbe C’, infiniment 
voisine de C, a des arcs intérieurs et des arcs extérieurs, on peut 
écrire pour 6P l’expression générale 


any oP aie 
(C 


la fonction G(9) étant positive ou négative 


WNP Feds = ae P'[(C), 9] G(¢) dg, 


) 


) 


suivant que MM’ est 
dirigé vers l’extérieur ou vers l’intérieur. 

ee étude paralléle a celle qui précede, et relative-t la valeur 
moyenne y. dune fonction de la figure F, donnerait pour la dérivée 
de » en un point M de paramétre 9 sur C l’expression 


v'L(C), e1= sla(e)—#], 


uv, étant la valeur moyenne relative a une figure F, formée du point M 
et de n—1, points pris au hasard dans le Nonidine intérieur a C, 
On obtiendrait de méme 


245 
TT f mur: ae =o f B’L(C), 9] Glo) de. 
0 


1) Re) 


Condition d’extremum. — La fonction P’[(C), 9] étant supposée 
connue, il résulte de la formule (7) qu’on peut toujours, d’une infi- 
nité de maniéres correspondant a un ensemble de fonctions G(¢) de 
puissance supérieure a celle du continu, choisir G(@) de fagon 
que 6P soit positif, négatif, ou nul, a volonté. 

Il n’y a d’exception que si P’[(C), o] est nul quel que soit 9; 
alors 6P est nul quelque soit G(¢). La condition P’[(C), 9] =o est 
une condition d’extremum pour P: elle s’écrit p, [9] =P et, en 
langage ordinaire, revient a dire que py est constant le long du 
contour (C), et égal a P. 
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Exemeres. — Ce qui précede n’entraine pas, pour le probléme le 
plus général de la catégorie étudiée, l’existence de solutions du pro- 
bléme de extremum. Mais on peut définir toute une classe de pro- 
blémes pour lesquels on connait des solutions. Ce sont les problémes 
relatifs & n points pris a ’mtérieur d’un cercle, et pour lesquels P 
ne dépend pas du rayon de ce cercle. On a, en effet, p,; = const. le 
long du cercle, par raison de symétrie; et, d’autre part, cette cons- 
tante est égale a P, puisqu’un accroissement dR de R correspond a 


an 


dal et a 


(pr— P) dR. 

le probleme de Sylvester satisfait aux deux conditions ci-dessus. 
Les cercles du plan, et aussi toutes les ed/ipses, puisque toute ellipse 
est évidemment transformable en un cercle par projection cylin- 
drique oblique, sont des courbes extrémales vis-a-vis de ce pro- 
bléme. 


Sree ake 35 : 
Effecuvement, la valeur P= 1 — <3 relative au cercle est la plus 
27 


erande de celles qu’on a calculées; elle est de 0,704, 4 un milliéme 
prés. La valeur pour le triangle est 0,666, celle pour le parallélo- 
gramme 0,694. 
Pour ’hexagone régulier, on trouve 
5, 2688 


: 972 AOR OD Ole a 


> ) ¥ ‘ay vA , = , 
et, pour Poctogone régulier, 


Q 


2851 + 2013 \/2 
ae Ve 0908-05 


P= 


ho32 + 2880 \/2 


extremum relatif au cas du cercle est done vraisemblablement un 
maximum; mais c’est la un point qu'il est sans doute bien difficile 
détablir en toute rigueur. 


Retour sur le probléme de Sylvester relatif 4 un domaine triangu- 
laire. — Nous avons constaté que la valeur P—-, relative a un 
2) 


domaine triangulaire, est minima parmi celles qui correspondent a 
des domaines ayant la forme de quadrilatéres convexes. I est possible 
d’établir simplement, en reprenant les formules (6) et (7), ow plus 


Sens at a = 
5 

ne ? ee ee psa 

Sree i eae) ee rk 
ae oe ip a oi =; 1 z i= se Daryl 
bar: Sete - = ail te - “A as ‘ wee mas 
eee 2 a 
: oeL 
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" exactement des formules analogues, que.ce minimum est valable parmi 
tous les domaines convexes. ; . 
Considérons, en effet, l’accroissement 8S ajouté a l’aire du triangle 
cA, A.A; par is substitution au cété A,A, de l’arc A‘, Al, concave 
ree 4 vers A, Ay et exlérieur au triangle (fie. by. 


ey 
> 


A; Tey tae ye 


Nous définirons cet arc par 


Aj;A=7, AA "= Gla) Bt, 


et nous aurons pour la valeur de la dérivée P’ au point A : 


= P= 4(pi—P), 


3 
pi=t— gr(2), 


e, : (x) étant donné par la formule (5). 
En posant 


CHAPITRE im, 
oe resale pour P de l’accroissement 6S denn cl- dessus 


ep fs — 3 4ca)]oteyae , 


t an JJ, 


Je dis que, moyennant les hypotheses faites ci-dessus, ona 


oR=0 


Cela revient a démontrer que 


© f G(wydez [Gm ye) de, 
ff verde [c6ey dee f oeoyyierae 


Avec la nouvelle variable 


ou encore 


on pose ; 
| G(w) = UE), 


et l’on trouve 
! Y(2) = Sak + 5), 


L’inégalité 4 démontrer prend la forme 


1 1 
5 re te 


j : : 2 : i 
24.5) d' —U dé = 2 Ee 
ae (128245) oe (5) ef (10g 5) UE) a | 


2 =F; ¢ 2 


Or, posons 


iO 


+% rtm ; ete 
vaya f E45) de Ue) a ae (att 5) UE) a oe 
--&% — &- Ke 


—% 
nous avons en dérivant nee Sa 
+% 


U(E) a = ay soe 


vO 


(a) = 8a | 
‘Dessinons, dans le plan des axes 08, On, la courbe (y) equation : 3 


SUE) (fig. 6). 
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7 
Il résulte de ’hypothése faite sur la concavité de l’arc A’ A, que (y) 
a sa concavité dirigée vers les 7 négaufs. 


Or 


Q’ de ose ee: 


On a, dans ces conditions, si M et M’ ont pour abscisses + % 
ete—y.sur (¥ 


Aire mixtiligne QM M’Q’2 Aire du trapéze QMM’Q’, 


5 1 I 
pour les valeurs de « comprises entre — - et + -- 
Do Be) 
Il s’ensuit que 
b'(a)2 0, 


done que 
o(i) 20, puisque (0) =0. 


Le signe 2 ne devient celui de l’égalité que si les aires envisagées 
plus haut sur la figure 6 sont identiques quel que soit «; l’are A) A, 
est alorstun segment de droite, et le triangle conserve sa qualité 
de triangle. 

Ainsi, moyennant la condition imposée au domaine d’étre con- 
yexe, nous voyons qu’a partir du triangle l’accroissement 6P est 
positif, ou accidentellement nul. Le minimum réalisé par le triangle 
vis-a-vis des domaines convexes infiniment voisins n’est pas un 
extremum au sens du Calcul des Variations. 

Il est remarquable qu’en définitive, la probabilité P d’un quadrila- 
tére convexe soit comprise entre les valeurs extrémes 0,666... 
eto,704..., qui différent de moins de quatre centiémes. 


— 
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PROBLEMES SUR LES DROITES DU PLAN. 


I. — Le PROBLEME DE L’AIGUILLE DE BUFFON. _ 
a . 


Généralités. 
a conduit a ee 


du d¢ ‘i ; Z . . re 
(uw os 9?) 35 
_ pour la probabilité élémentaire relative aux drottes 


UL+ VY +1=0 fot 


xt 


dans le plan euclidien. Il est facile de rattacher ce ES aux equi- 
tions fondamentales (E); les transformations infinitésimales BENE - 


ch SP ve oz = 0, ; ba =—y bt, ri eee sod 
by = 0,. by = 3, (y= wht : 


~donnent a l’équation ux t+ey-+i=o les nouvelles formes 
_pectives — ; ae eee 

ule + dl) Hoy+is Oe ; Pts 

uz +o(y + ot) +r=0, se SS rane 

u(e~— ydt)+vo(y +e SB On i eae ee 


et se traduisent, en ce qui concerne les paramétres: u et °, par 
transformations infinitésimales 


Sw = w? ot, | du = — we Ce bu == Or; 


éy = — up Ot, I 3p = — 92 Ot, 80 = — uw Bt, © 


représentées symboliquement par le tableau 


Relea 


OP es hee One ear 
Oe. Dia Tee ee 


aires ls era CES tes 
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» Sr 
oO 


La troisiéme équation (E) s’écrit dans ces conditions 


OF oF 
Ou ov 


P 


et, entraine 
F = 9(u?+ 9?). 


Moyennant quoi les deux premieres se réduisent a 


30 + 2(u2+ 92) »’=0, 
Wot 

du de 
dj SS PS Ser 


3 


(u2-+ 92)2 
et, avec la forme canonique x cos§ + y sin§ — p = o del’équation de 


la ligne droite : 
dl = dp db. 


On peut donc associer, nous l’avons déja remarqué, a tout ensemble (E) 
de droites xcos6+ysin®—p=o lensemble (E’) des points 
(p,9):(E) sera mesurable si (E’) est mesurable. 


Exempies. — 1° L’ensemble (E) des sécantes du cercle 
a2 4- y= R? 


a pour ensemble associé (E’) celui des points intérieurs au rec- 
tangle o<@ S 27,0 p<R. La mesure de |’ensemble (E) est l’aire 27 R 
de ce rectangle, c’est-a-dire la longueur du cercle. Ce résultat, nous 
allons le voir, est susceptible d’une généralisation étendue. 


2° Prenons pour ensemble (E) celui des sécantes d’un segment de 
droite AB de longueur /.: nous ne diminuerons pas la généralité en 
prenmant ce segment a partir de lorigine, le long de Ox. Et nous 

} i ; Fie T eit 

aurons toutes les sécantes en faisant varier 9 de — 5 a+ 5) p crois- 
sant pour chaque valeur de deo a Zcos§. 

L’ensemble (E’) est alors celui des points intérieurs a Varcade de 
sinusoide p = /cos4, obtenue pour 


ja mesure est J = 2. 
Sinous considérons maintenant un contour polygonal ABC...KL, 
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Vensemble des droites qui coupent chaque cété a pour mesure le 
double de la longueur de ce cété. Done l'ensemble des sécantes du 
contour a pour mesure le double de la longueur totale du contour, a 
condition de compter chacune de ces sécantes un nombre de fois 
égal au nombre de ses points d’intersection avec le contour. 

Si celui-ci est un polygone fermé et convewre, toutes les sécantes 
envisagées le coupent en deux points. Elles forment un ensemble 
ayant pour mesure le périmétre du polygone. 


3° Tl est facile d’étendre les résultats qui précédent a la mesure de 
l'ensemble des sécantes d’un contour formé d’un nombre fini d’arcs 
analytiques. Cette mesure est égale au double de la longueur du 
contour, pourvu que chaque sécante soit comptée un nombre de fois 
égal au nombre n de ses points d’intersection avec le contour. 

Si le contour envisagé est fermé et convexe, 7 est toujours égal a 2; 
il en résulte que l’intégrale 


52 {fap as, 


étendue A toutes les sécantes de la courbe, est égale a la longueur L 
de cette courbe: résultat obtenu plus haut dans le cas particulier 
simple du cercle. 

On peut d’ailleurs démontrer directement ce résultat, dans le cas 
ott la courbe est l’enveloppe d’une droite d’équation 


x cos) + y sin = H(98), 


ou H(%) est une fonction analytique, de période 27, vérifiant les 


conditions : 
H(8)>0,  H(0)+H"(8)20, 


pour que, d’une part, lorigine des coordonnées soit a Vintérieur de 
la courbe, et que, d’autre part, la concavité soit constamment dirigée 
vers l’origine (a des points méplats isolés prés). 
Car alors on a 
ds = (H+ H") dd 
el 


27 Di 14 
ee if H dd + [ HY do: 
“0 


a0, 


la deuxiéme intégrale est nulle, et la premiére est égale af dp di 


étendue a l’ensemble des sécantes de lenveloppe considérée. 


\ 
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Applications. — Soient deux contours convexes fermés C, C’, de 
longueurs respectives L et L’, le contour C! étant intérieur au 
contour C. La probabilité pour qu’une sécante du contour C soit 
sécante du contour C’ est égale a 


Paz, 
rapport des mesures des ensembles correspondant aux cas favorables 
et aux cas possibles. 

Si C'est un segment de droite de longueur J, il faut prendre L' = al 
pour pouvoir considérer C’ comme la limite d’un contour fermé 
convexe, Si, dans les mémes conditions, C est une circonférence de 
diamétre a, la probabilité est 


Or, considérons la figure ainsi constituée par une circonférence et un 
segment de droite intérieur, et lancgons-la sur un parquet dont les 
lames €quidistantes ont pour écartement a. Une rainure coupera a 


~ coup str la circonférence : la probabilité pour quelle coupe le seg- 


= al 
ment de droite est —- 
Ta 


C'est la la solution (a la différence prés de l’intervention explicite . 
de la notion de mesure) donnée en 1860 par Barbier, du probléme 
célébre.de l’aiguille, par lequel Buffon mérite d’étre considéré 
comme le fondateur de la théorie des probabilités géométriques. 


Probléme de laiguille. — L’énoncé du probléme est en effet le 
suivant : « On considére un parquet régulier, formé de lames d’égale 
largeur a, et on lance sur ce parquet une aiguille de longueur / 
moindre que a; on demande la probabilité pour que, dans la position 
suivant laquelle elle tombe, Vaiguille rencontre une rainure du 
parquet. » 

Faisons de ce probléme une étude directe. 

La position de laiguille est déterminée par les coordonnées x,y de 
son extrémité A, et par langle 4 de sa direction AB avec Oz. La 


probabilité élémentaire 
da dy do 


est visiblement invariante par un déplacement quelconque des axes. 
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Supposons les rainures paralléles 4 Ox; prenons lune des rainures 
“pour axe Ox. Nous ne diminuons pas la généralité en supposant] 4 


2 . . ms . 
nécessairement compris entre o et 5 x ralset y compris entre 0 etd, 
4 a %, 


Pour 4 donné, les positions AB donnant un point d’intersection 
sont comprises dans la bande hachurée de la figure 7. Il ne peut y 


Bigeye 


avoir intersection qu’avec la rainure y = a@; et l’intersection n’aura 
lieu que si y est compris entre a — /sin@ et a. La probabilité d’in- 
tersection pour 4 compris entre 4 et 4+ d4 a pour partie principale 


di ésn@ — al 


me a Ta 


2. 


sin§ a0, 


et la probabilité totale est 


al : Dre 
p=2 ff sin dd = —. 
ma), Ta 


Ce résultat est remarquable par le fait quil est susceptible de vérifi- 
cation expérimentale. Une série de 50 observations, comportant cha- 
cune 100 épreuves, avec 7== 36", a= 45%, faite en 1850 par 
Wolff a Zurich, a conduit a une ‘valeur de P, déterminée par la 
méthode des moindres carrés, d’ou résulterait pour z la valeur 


3,1596 = 0,0524, 


qui est fort satisfaisante. 
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Généralisation. — L’appareil analytique précédent peut étre utilisé 

pour le cas ot la longueur / de Vaiguille est supérieure a la lar- 

geur @ des lames du parquet. [1 peut y avoir alors plusieurs inter- 
sections. Supposons 


l=na+h (Raa; 


le nombre maximum des intersections sera n +1. Il est commode 
dintroduire dans le calcul les angles aigus %,, a, ..., &, tels que 


a=Tsina,, 14a = (sings, wate na = t sinc. 


Nous allons calculer facilement, moyennant la considération de ces 
angles, les probabilités pour qu’il y ait 0, 1, 2, ..., 2, N-+-1 inter- 
sections. E 

1° Soit Py la probabilité pour qu’il n’y ait aucune intersection. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut d’abord que 4 reste compris entre o 
et «,. Et pour § donné dans cet intervalle, les positions de AB ne 


_donnant pas d’intersection sont celles de la bande hachurée sur la 


Fig. 8. 5 ‘ 


figure 8 : y reste compris entre 0 et a — Zsin§: On a donc 


Oo, - : 
ro= f os Noel e 


Si tee e 
2 
ou 
; 20, a 
ae COSO4)) 
Tv ra 


9° Soit Pp, la probabilité pour qwil y ait le nombre maximum 
dintersections, n +1. Ce résultat ne pourra s’obtenir que si § est 
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compris entre a et =. Et, pour 9 donné dans cet intervalle, les posi- 


tions de AB répondant a la question sont celles de la bande hachurée 
sur la figure g : y reste compris entre (n 4+-1)a — /sin@ et a. 


SS 
~] 
ee = a ee ie a ele el 


ou 


3° Pour toutes les’valeurs de 9 extérieures a Vintervalle (a;_,, 441), 
il y aura a coup sir moins de & intersections ou plus de k. C’est done 
dans cet intervalle que nous devons examiner l’éventualité d’un 
nombre dintersections égal a k. 

Pour a, ,< 9 < a , il y ‘aura k intersections lorsque AB se trou- 
vera dans la bande hachurée sur la figure ‘10 : y restera compris 
entre ka—lsin§@ et a. 

Et pour a, <4 <a,,,, il y aura & intersections lorsque AB se 


wee age icy bande Pate sur ie figare it: y oa compris 
TS EOS eae | 


Fig. 10. 


*k+t dh (k-+1)a—Usind 
cae me. ae ; 
ay e 


i =[(k ae 1) Xprrt (kK —1) ap — 2k ax] 


me, : 
+ — [cosap+1+ cosap,—1— 2 cosa, ]. 
Ta : ; 
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Nous voyons en particulier que 
al 
[Py = 4 (a, — 4) + — (COSG,+ 1— 2 COS% ). 
71 Ta 
L’expression ci-dessus de P, n’est valable pour 4 =n qu’a la con- 
oe AS . 
dition de remplacer 44, par 8 On obtient alors 
iP 2 % (2 —1) dp; — 2NGy | A ~* [eose. —— 2 C084, | 
Lie ee aes Ure + .(7t — 1) bp—} Th core Ln—1 Lr 
On vérifie simplement que 


Pot Py+ Pot...+ Renae I, 


et que la probabilité pour qu'il y ait au moins une intersection est 


ple a 


aL 
Fe i COR atone , 


ot. @=lsina. Lorsque /=a, cette expression se réduit 4 P= -—, 


1 


a 


résultat obtenu par ailleurs en faisant tendre / vers @ par valeurs 
moindres que a. 


Aiguille jetée sur un quadrillage. — Buffon et plus tard Laplace 
ont €étudié une autre généralisation du probléme de Vaiguille : on 


Piece 1, 


lance celle-ci sur un quadrillage formé de rectangles de cdtés a et b. 
Nous n’étudierons que le cas ot la longueur / de l’aiguille est infé- 
rieure ala foisaa eta b. ; 

Nous pouvons définir, par rapport a des axes Ow, Oy coincidant 
avec deux cétés du quadrillage, la position de Vaiguille AB par 


/ 
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Yangle 4 que fait la direction AB avec Ox, et les coordonnées x, y 
du milieu [de AB. La probabilité élémentaire est dx dy d§. Et nous 
ne diminuerons pas la généralité en supposant le point I pris au 
hasard dans le rectangle O8 ca de cotés OB = b, Oc =a (fig. 12). 


r 73 . . 
Prenons une valeur donnée de 9, entre 0 et =; si nous envisageons 
2 


les quatre valeurs 9, — 4, x — 9, x+ 4 simultanément, nous voyons 
que la condition nécessaire et suffisante pour que l’aiguille AB, 
inclinée sur Ow de Pun ou l’autre de ces angles, ne coupe pas le 
contour O8ox est que son milieu I soit intérieur au rectangle 
w8'd'a’, défini par la connaissance du sommet w de coordon- 


ras [Site 
nées = cos et —sin§. 


La probabilité, 4 restant compris entre 4 et + d§, pour qw’il n’y 
ait pas d’intersection, est donc 


do (a — lsin6)(b — lcos6) 
ab s 


ola 


et la probabilité totale est 
vi 


Bh 
fi (a—lsin9)(6 —lcos6) do, 
0 


2 


Po tab 


ou 


Ainsi la probabilité pour qu'il y ait une intersection au moins est 


oe eee I I 2 
e's ate at eb tab 
La discussion complete de cette question est intéressante au point de 
vue des probabilités totales. La probabilité pour qu il y ait intersec- 
tion avec les cétés du quadrillage paralléles a Ox est 
al 
Pe —— =e 
TA 
elle se compose de la probabilité pg pour qu‘il y ait intersection avec 
ces cétés seuls et la probabilité pay pour qu il y ait intersection avec 
deux cotés consécutifs d’un rectangle du quadrillage. 


care 
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Nous avons ainsi les relations : 


at 
Pz=- = Pas Pab, 
Ta 


€ 


26 
yp ae Po+ Pad; 


P= pat Pit Pab= Pat Py— pas. 


Il en résulte les résultats : 


[2 aM 22 aos [2 
Pate? ah? PES eg aba oe ae eee 


Alw 


’ [Pa 


If. — Les pROBLEMES FUNICULAIRES. 


Le Mémoire de Barbier, publié dans le Journal de Liouville (1860) 
et consacré au probléme de laiguille et 4 diverses questions connexes 
contient des vues trés élégantes dont les pages suivantes donneront 
une idée. Soit un contour quelconque (C), ouvert ou fermé, constitué 
par un nombre fini d’arcs analytiques; la mesure de l’ensemble des 
sécantes de ce contour, c’est-a-dire l’intégrale 


[fe do 


étendue a toutes ces sécantes, chacune n/intervenant qu’une fois 
quel que soit le nombre de ses points d’intersection, est susceptible 
@une élégante représentation géométrique indiquée par Barbier dans 
son Mémoire. 

Imaginons en effet un fil tendu autour de (C) : ce fil réalise un 
contour qui répond a la définition suivante : il limite le plus petit 
domaine convexe tel que tout point de (C) soit intérieur a ce domaine 
ou situé sur sa frontiére. Il en résulte que les sécantes de (C) forment 
un ensemble identique a celui des sécantes du contour réalisé par le 


en désignant par ) la longueur du fil. 


fil; et par conséquent on a 


mae 
ba 


- 
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Problémes relatifs 4 deux contours. — Cette remarque permet de 
ramener les questions relatives aux sécantes de contours quelconques 
a des questions identiques relatives aux sécantes de contours con- 
vexes fermés. Une étude d’ensemble de ces questions est exposée 
dans un Mémoire de Sylvester ('). Nous nous bornerons a discuter, 
dans toute sa généralité, le seul probléme suivant : 


Deux contours convexes fermés C,, Cy étant donnés, trouver 


la probabilité pour qu une sécante du contour Cy prise au hasard 
coupe le contour Cy. 


Soient L, et Ly les longueurs de C, et Co, et soit us» la mesure de 
Vensemble des sécantes coupant a la fois C, et Cy. Plusieurs cas se 
présentent, de difficulté trés inégale, en ce qui concerne la détermi- 
nation de u,.. Nous avons traité déja celui ot Cy est intérieur a Cy, 
alors 242—= L, et la probabilité est 
L, 


L, 


[Pes 


Si C, est intérieur a Cy, toute sécante de C, coupe Cz: P=r. 


Cas ot les contours sont extérieurs l’un a l’autre. — Si les 
contours C, et C, sont extérieurs l’un alautre, les sécantes communes 


Bugiero's 


Po 


a C, et C, forment un ensemble identique a celui des sécantes com- 
munes aux deux contours 


TY, = 12, 7%, 6, my, 


(1) On Buffon’s Problem of the Needle (Acta mathematica, 1891). 
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et 
Ty = MgY2 62M2, 


constitués par un fil tendu avec croisement (fig. 13) autour de C, 
et C, : soit Li, la longueur de ce fil. 

Les droites qui coupent ce fil forment un ensemble dont la mesure 
s’obtient en considérant le fil convexe tendu autoar de lui, et en pre- 
nant la longueur A correspondante. Cette longueur est ici celle du 
fil m4 0, a272858,m,, tendu sans croisement autour de C, et C, : 
soit Li ,. 

Appliquant les remarques générales du Chapitre I, en remplagant 
les probabilités par des mesures, qui sont proportionnelles aux pro- 
babilités, nous écrivons : 


(Mesure des sécantes de 1,) + (Mesure des sécantes de V2) 
= (Mesure des sécantes de Y, ou Y,) + (Mesure des sécantes de V, et V2). 


Cette derniére mesure, c’est notre inconnue p,2. Nous ayons donc — 


Pi2= Li,—Ljo 
et 
jess ees Lis : 
ly 
Cas ot les deux contours se coupent. — Supposons pour terminer 


que les deux contours C, et C, se coupent : les figures 14 et 15 repré- 


Bo 


Bi 6, , b, 


sentent deux cas simples, ot l’on a deux et quatre points d’intersec- 
tion respectvement; mais il est clair que le nombre des points d’in- 
section peut étre un nombre pair quelconque. 
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Nous pouvyons écrire, comme dans le cas précédent mais en faisant 
imtervenir C, et C, au lieu de T, et T, s 


(Mesure des sécantes de C,) + (Mesure des sécantes de C,) 


= (Mesure des sécantes de C, ou C,) + (Mesure des sécantes de C, et Cy). 


Les sécantes de (C, ou C,) ont pour mesure la longuéur \ corres- 
pondante : ici la longueur L’, du fil tendu sans croisement autour 


deC,, Gs. 


On a done 
Mi2=1,+1L,—L‘)., 
-et 
=i L,+ L,—L‘, 


P 
Ly 


Retour au cas précédent. Sécantes passant entre les deux contours. 
Il est intéressant de répondre a la question suivante, qui ne rentre 
pas dans l’énoncé du probléme que nous venons de traiter, mais s’y 
rattache directement : « Trouyer la mesure de l’ensemble des droites 
qui passent entre les deux contours C, et Cy de la figure 13. » 

Or, ces droites sont les sécantes de , qui ne coupent pas C,, plus 
les sécantes de TF, qui ne coupent pas C, : elles forment donc un 


ensemble de mesure 
Yio = Lyg—Li—Ly. 


Exencices. — 1° Ce qui précéde.s’applique tout naturellement aux 
cas ot l’un des contours C,, Cy se réduit 4 un segment de droite, ou 
méme au cas ot l’on a deux segments de droite. fl ne faut pas man- 
quer, dans des cas particuliers de cette nature, de doubler la longueur 
du segment de droite pour avoir l’équivalent de la longueur du 
contour. 

Voici un exemple facile : 


Soit un carré ABCD; on prend au hasard une sécante du 
cété AB: quelle est la probabilité pour qu'elle coupe : le coté 
opposé, l'un des cétés adjacents, ou une diagonale? 


a. L’ensemble des sécantes communes a AB et CD (fig. 16) a pour 
mesure la différence des longueurs des fils croisé et non croisé tendus 
autour de ces deux segments : c’est donc 


io 2a(i-+ V2) —hfa= 2a(V/2—1). 


TA CHAPITRE IVY. 
La probabilité pour qu’une sécante de AB coupe CD est done 21. 


8. Les segments adjacents AB et AD peuvent étre considérés 
comme deux contours tangents extérieurement, et les conclusions 


J 
Fig. 16 
5 A D 
B C 


relatives au cas de C,, C, extérieurs ou au cas de C,, Cy sécants leur. 
sont applicables également. Les sécantes communes a AB et Aa AD 
forment un ensemble de mesure 


Hi= 4a—ale+ 2) =a(2—y2); 
la probabilité pour qu’une sécante de AB coupe AD est done 1 — vie 


y. La méme remarque est applicable aux segments adjacents AB 
et AC. L’ensemble des sécantes.communes 4 AB et AC a pour 
mesure 

byte 2a+2aV2—alo+ 2) =a; 


la probabilité pour qu’une sécante de AB coupe AC est Ve 
: 2, 


2° Soient P, Q, P’, Q’ quatre points de hyperbole 


formant les sommets d’un rectangle de centre O (fig. 17). 
Les sécantes du plan qui passent entre les arcs PQ et P’Q’ ont 


“ se 
pour mesure, d’aprés les remarques faites plus haut, » = 4 OP — 4 AP- 
En posant 
a 
) 
cos 


Y = btangg, 


¢ 
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_ Vatsinzo + B? 
ds = ———__+ = do, 
A cos?o : 


for axdx+ydy ee (a?-+ 6?) any de : 
OP costa /a2+ 62 sin29 


sal ecealings 


sulte 


2 2: ] ‘ 
Fp SARS Ea SUS OR eer egeer oe 
cos?6 (e+ bz sin?© 


— ilen ré 


e crochet se transforme en 


5-3 . — a> b? cos? 


a a= = 5 ’ 
Var+ 6? sin? | (a?-+ 62) sing + (a2 sin?o + 6?)(a?+6? sin?) | 

le facteur cos? ayant disparu, il reste pour p Pexpression 4a—l, 
nous voyons qu’en considérant le cas limite ot P,Q, P’, Q’ 


éloignent indéfiniment sur hyperbole, p devientégal a 4a — I, avec 


ze Va bo sin?@ | (a@24+- 6) sing + /(a*sintg + 6?) (a+ b* sin*¢ )] 
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Ill. — LES THEOREMES DE CROFTON. 


Les principaux résultats exposés dans ce paragraphe ont été obtenus 
par le géométre anglais Crofton et publiés dans un Mémoire des PAi- 
losophical Transactions en 1886. Ils constituent, avec les proposi- 
tions de Barbier, un ensemble élégant et original trop peu connu en 
France. 


Couples de sécantes d’un contour donné. — Nous nous occuperons 
d’abord d’ensembles formés par des couples de droites (A, A’) : 


a cos) + ysin§ —p =o, 


(1): 


wx cos0’+ vy sin§’-— p’= 0, 
et nous prendrons pour point de départ la probabilité élémentaire 
dp d6 dp' do’ 
résultant de Papplication du principe des probabilités composées. 
L’ensemble des couples (A, A’) formés de sécantes d’un contour 
convexe ([) de longueur L a pour mesure . L?; car chacun des 


couples est obtenu deux fois dans l’association unité par unité qui 
donnerait 


Hole: dp asap ao'= ff dpa ff dp'ay 12 


Cherchons la mesure de l’ensemble des couples de droites (A, A’) 
se coupant a l’intérieur du contour (I). Soit AB la corde découpée 
sur une droite (A) déterminée par le contour (I); les droites (A’) 
coupant (A) entre A et B forment-un ensemble de mesure 


ff var= 20, 


C étant la longueur de la corde AB. L’ensemble total des couples 
dont Vintersection se fait a Vintérieur de (1) est donc mesuré par 
Vintégrale 


(2) | { cap dv, 


LD 
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étendue a toutes les sécantes (A); car, ici encore, chaque couple est 
compté deux fois. 
Or, on a pour § donné, compris entre o et 7, ce qui laisse varier p 


entre les valeurs qui correspondent aux deux sécantes extrémes de 
direction donnée : 


[cap =s, 


S désignant aire intérieure aT. L’intégrale (2) adonc pour valeurzS. 
Il résulte dela que si l’on prend au hasard deux sécantes de (I), la 
probabilité pour qu’elles se coupent a V’intérieur de (T’) est 


27S 
S525 


{FP es 5 
Soit maintenant M un point quelconque intérieur aT; si l’on trace, 
autour de M, un petit contour convexe (c), l’ensemble des 
couples (A, A’) se coupant 4 Vintérieur du contour a pour mesure to. 
Comme on pourrait ainsi parler, non plus des couples (A, A’), mais 
des points d’intersection correspondants, on voit ce que signifie 
Pénoncé suggestif de Crofton : 


La « densité » des points d’intersection des sécantes de (V) est 
constante et égaleana Vintérieur du contour. 


Soit 4 déterminer maintenant cette méme densité lorsque le point M 


est a l’extérieur de (I); le contour (c) de la figure 18 est, par hypo- 


thése, infiniment petit dans ses deux dimensions. 
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Soit AB la corde découpée par (s) sur une sécante commune a (¢) 
et a (I); l'ensemble des sécantes communes a (I) et 4 AB a pour 
mesure, d’aprés le paragraphe précédent, la différence des longueurs 
des contours funiculaires croisé et non croisé tendus autour de AB 
et de (I). 

Soient 4, et 4 les angles de direction (0 <4,< %,< 7) des tan- 
-gentes issues de Ma (I); l’angle de direction de AB est compris 
entre 4, et %, et les tangentes menées de A et B a (TI) sont paralléles, 
puisque les dimensions de (c) sont infiniment petites, aux tangentes 
issues de M. 

La mesure envisagée a pour valeur, dans ces conditions, 


J = 2AB— AH — AK, 


les segments AH et AK étant comptés positivement de A vers (I). 
On a donc, en posant AB = C, 


J = 2C — Ccos(0 — 0,) — Gcos(,— 8). 


- D’ou pour la totalité des couples de sécantes se coupant a Vintérieur 


de (6 \ 


85 
poe f fa dp d0 =a a9 fo[1— ~c08(0 4) — = 608(6,— »)| dp. 
2. a, 55 2 


L’intégration en dp donne, pour 4 invariable, 


[Gap =e, 


et il en résulte pour la « densité » 6 au sens de Crofton la valeur 


85 
eal | 1 5e08(0 — 01) — = c08(0,—6)] a8, 
0, 2 2 


ou, en posant « = 4, — 94, : 
6=4%— sing. 
Dans cette formule, « est angle sous lequel on voit du point M la 
courbe (TL). : 
On peut se poser un probléme analogue, en ce qui concerne le 
voisinage du point M, a propos des points d’intersection des sécantes 


ie pe re 
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de T avec toutes les droites du plan, ou toutes les droites du plan 
exterieures alr. 

Reprenons la figure 18 sur laquelle est représentée une sécante AB 
de (1); lensemble des points d’intersection de AB avec une droite 
arbitraire du plan a pour mesure 2C. Pour toutes les sécantes 
possibles telles que AB, on a donc un ensemble total de mesure 


m= ff 2Gapav: 


Ona donc, puisque fC dp=s, la valeur suivante de la « densité » 6, : 


05 
O, = es f Eh e—e ONC, 
z 0 


t 


Ce résultat permet de traiter sans nouveaux calculs d’intégration les 
divers problémes qui peuvent se poser dans cet ordre d’idées. 

Par exemple, si 2. désigne la « densité » au point M des points 
dintersection d’une sécante de (IT) avec une droite extérieure a (1), 
ona 


done 


Si 6; désigne la « densité » au point M des points d’intersection 
d’une droite extérieure 4 (TI) avec une autre droite extérieure a (T), 


ona 

27 = oy + pee 2.035 
done 

63= 7 — % — sing. 


Signalons, pour terminer cette étude sur les « densités », qu’on 
peut, dans toutes les formules qui précédent, remplacer l'ensemble 
des sécantes d’un contour (I') par celui des sécantes qui passent 
entre deux contours convexes fermés (I',) et (T,) extérieurs l’un a 
Vautre; l’ensemble complémentaire, formé des sécantes de (I,) 
ou ([,), remplacerait alors celui des droites du plan extérieures a (I). 
Et Vangle « serait celui des deux demi-tangentes issues de M a 
(V,) et (T,), correspondant a la région extérieure a la fois aux 
deux contours. 


Premier théoréme de Crofton. — L’ensemble des couples de 
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sécantes d’un contour convexe unique (I) qui se coupent a Vintérieur 
d’un domaine (D) extérieur a (I) est mesuré par Vintégrale 


J =f fc ahaa 


étendue au domaine (D). 
Si Pon considére maintenant que Vensemble total des couples de 


, 5 I ; 
sécantes de (I') a pour mesure : L?, et que l’ensemble des couples 


dont intersection se fait A Vintérieur de (I) a pour mesure 7S, on 
conclut, en faisant la différence, que l’integrale 


J =f f sing) dz ay, % 


étendue a toute la région du plan extérieure a (1), a pour valeur 
I 
-L?—nxS. 
2 


Ce théoréme, remarquable par son haut degré de généralité, est le 
premier des célébres théorémes généraux de Crofton. 

On peut appliquer avec succés a des questions voisines le raison- 
nement qui a permis d’établir ce théoréme. 

Si l’on considére par exemple l’ensemble des droites qui passent 
-entre deux contours (I,) et (Ff), et si ’on désigne par A la différence 
des longueurs des contours funiculaires croisé et non croisé tendus 
autour de (T',) et (I), on voit que lintégrale 


ff sina) dx dy, 


étendue a toute la région du plan ou passent des droites de l’ensemble 
° 4 I 
envisagé, a pour valeur " A: 


On peut aussi former des intégrales du type 


a [ 8dedy 


pour une « densité » 6 relative aux points d’intersection. d’une sécante 
du contour unique (I) avec une droite quelconque du plan, ou une 


mi 
OPP dame IL 


CF fies th 
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droite extérieure a (1). Les intégrales ainsi obtenues, 


ff rxdeay, J frsina de dy, 


sont infinies si on les étend a toute la région du plan extérieure a (L). 
Mais sil’on délimite une région finie convenable autour de (I'), on 
peut obtenir des théorémes intéressants. 


Soit (I’) un contour convexe fermé (fig. 19) entourant (I); on 


ff xdeay 


pour la région annulaire comprise entre (I) ct (I”). Cette intégrale 


peut évaluer l’intégrale 


est la moitié de la mesure de l’ensemble des points d’intersection (se 
trouvant dans cette région) d’une sécante de (I) avec une sécante 
de-(F’). 


Pour une sécante A, B, B, A, donnée de (I), la mesure 


aprile dp’ do’ 


DCA sie As Bs 


f fatea= ff (drBi+ AaB) dp ad, 


la deuxiéme intégration étant étendue a toutes les sécantes de (TL). 


a pour valeur 


On a donc 
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Or, Vintégration en dp donne 
fe suki Bee) 


aire balayée par les segments A, B, et A,B, de la sécante se déplacant 
parallélement. 
On peut écrire 


en désignant par Q’aire annulaire totale, et ©, b' les aires hachurées sur— 
la figure 19. On conclut dans ces conditions que- 


Tw 
f frdedy=no— f (2 + 2’) dé. 
0 


Cette proposition est d’un intérét particulier lorsque © + 2! est 
constant, ou lorsque Y = by! = const., comme c’est le cas pour deux 
ellipses homothétiques et concentriques. 

Terminons en éyaluant, dans le cas de la méme figure 19, linté- 


wae sing dx dy. 


C’est la moitié de la mesure ‘de l’ensemble des points d’intersection 
dune sécante de (I') avec une sécante de (I) extérieure a (1). Pour 
la sécante A,B,A,B, donnée, Vintégrale en dp' dW’ porte sur les 
droites qui passent entre (I) et A,, et entre (T) et Ao. 

Le premier ensemble, d’aprés le paragraphe précédent, a pour 


grale 


valeur 
ZS 
Pp: = A,T, a Ay T,— ea Bre 


Jf sinade dy =~ [ f(a vy dp ab, 


résultat particuliérement intéressant lorsque u = v= const., comme 


On a done 


c'est le cas pour deux ellipses homofocales (Graves et Chasles). 
Prenons en particulier pour courbe (I) lellipse 


2 2 
2g Ee 


Gi es See 


) 


et pour courbe (LI) lellipse infiniment aplatie formée par le segment 


Deb ave, 


= 


PROBLEMES SUR LES DROITES DU PLAN. 85 


joignant les foyers F, IF’. Nous avons 
B= ue’ = 2a— 2¢, 


et par conséquent, pour la région intérieure a (I’) : 


= ff sinxdedy=a—c) ff dp at, 


cette derniére intégrale portant sur les sécantes de IF’ et ayant pour 


valeur 4c. On a ainsi 
H = 8c(a—c). 


Emploi des déterminants fonctionnels. — M. Lebesgue, dans un 
travail déja cité ('), a montré comment on peut remplacer les 
considérations de Géométrie infinitésimale de Crofton par des cal- 
culs de jacobiens. 

Considérons d’une part les droites (A) d’un ensemble (E) : 


(3) x cos§+ y sind —p=o, 
et d’autre part les droites (A’) d’un ensemble (E’) : 


(4) zcos0'+ ysin0’— p'=o. 


[If [vena 


mesure l’ensemble des points d’intersection. Or, au leu de définir 

un tel point par les coordonnées p, 4, p’, #', nous pouvons remplacer 

pet p’ par les coordonnées cartésiennes x, y vérifiantle systéme(3), (4)- 
L’intégrale devient alors 


Id 


- OP, P’) 
et le jacobien —~—-— a pour valeur 
. J O(a, 7) P 


L/intégrale quadruple 


O( Ps P’) 


§ dd’ 
ees dx dy db dv’, 


cos§ sin@ | =sin(o'— 9), 


cos8’ sin 0’ 


(1) Voir le renvoi du bas de la page 32. 


DELTHEIL. 
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de sorte que, dans le voisinage d’un point (7, y) donné, la « densité » | 


au sens de Crofton n’est autre que l’intégrale 


Je ff |sin(o—9)| a0 a 


étendue aux systémes conyenables de valeurs de 4 et 8". 
Si 9 et 4’ varient tous deux de o az, ona 


vi9 
r= fear f 
e’0 0 


wT 
Jf d6'[1 — cos0’+ cos6’+ 1] = 2m. 
0 


6 T - 
sin(o’—0) a0 — f sin (6/— 0a] 
6 E 


ou 


Mais si, 9 variant de o az, 4’ varie seulement de 0 42, ona 
dh SSNS 


Le calcul relatif au premier théoréme de Crofton proprement dit 


awe | : 
est celui de = lorsque ) et 6’ varient de o 4 chacun pour son compte. 


(nous ne diminuons pas la généralité dans tous ces calculs en faisant 
tourner les axes de fagon a obtenir zéro pour limite inférieure d’inté- 
grauion). 

On a dans ce cas-la 


a 
— i an'| [ 
v0 e/() 


a 
jaf a0’ [1 — cos 6’ — cos(a — 0’) +1), 
0 


a 
sing —0)a0— sino — 0) an], 
6’ 


ou 


ou 
= 2¢ — 2 sina: 


Des considérations tout a fait analogues peuvent s’appliquer a des: 


ensembles corrélatifs de ceux que nous ayons considérés dans la pre- 
miére partie du présent paragraphe: A savoir des ensembles de 
couples de points dans le plan. 

Un point M(a#, v) et un point M’(z’, y') variant respectivement 
dans deux ensembles, la considération des probabilités composées 


nous a conduil a mesurer l’ensemble des couples (M, M’) par Vinté- - 


S 
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ua ff ff dedy da’ ay 


étendue aux systémes de valeurs convenables des variables. 
Or, soit 


grale quad ruple 


xcos#+ ysinf —p=o 


Péquation de MM’; la perpendiculaire issue de O sur cette droite 
a pour équation 

x sin§ — y cos) = 0, 
et expression 

o = &sin9 — y cos 0 


est, affectée du signe convenable, la distance du point (&, n) a cette 
perpendiculaire. Nous pouvons remplacer les coordonnées (2, y, 2’, ’) 
du couple M, M’ par les coordonnées p, 9, 0, 0’, avec 


9 =a sin§ — y cos), P= «cost + ysin6, 
eo’ = wsini’—ycost’, p=x'cos0+y'sind. 


ou inversement 
Le o sind + pcos), 
y =— pcos) + psind, 
a= sind + pcosd, 
y' =—' cost + psing. 
Le jacobien 
O(a, Wer z', ) 
Oe, e's Ps 9) 


est un déterminant du quatriéme ordre trés facile a calculer; sa 
valeur est 6’ — 9. Ona ainsi pour p la valeur 


SL Sf fee lap a ae ae 


Deuxiéme théoréme de Crofton. — Indiquons une application de 
ce résultat. Soit ({) une courbe convexe fermée; si S désigne Vaire 
intérieure a (I), la mesure de l'ensemble des couples de points M, M, 


tous deux intérieurs a (I’), est égale a = S?, si ’on ne compte chaque 


couple qu’une fois. 
Or soit AB une corde de (1); ’ensemble partiel des couples portés 


ae 
ee : s a 
amiga teeee a Bo, Slate ie Wee ies 
= ees ean ew Di 
= se gt 5 7 
i? 84 gear ; re - CHAPITRE A Ver oe ts Pee Se eee mens 


Be (LC) a pour mesure I’ intégrale inte 


safle ieee 


grandeur corrélative de la « densité » de Crofton, Or Soren a 
io valeurs de o ) relatives aux extrémités A et B. | 


Ona 


a t= fia] [co-eds —f e—sae| 


ou encore : ise fae, Per 


a Milo ea tae LS pipet re (2k 
do Ee Ea 2? 6) i ~ 
soit 


iG ae ee | a ie 
3 (6 a) 3 O° pes 


t 


La mesure de l’ensemble total a pour valeur dans ces conditions 


I : 7 


Vintégrale étant étendue a toutes les sécantes de (Tf). On a par: con- 
séquent ae 


: . [ fomaass “2 


a 
Cette formule exprime le deuxtéme théoréme de Cr ofton, aus 
erga que le premier par sa grande généralité. 


qui précéde le calcul de quelques ° eatene PME NSS se rapportant 
des domaines convexes du plan. 


i 


Considérons d’abord, pour une sécante (A), 


xcos) + y sin) —p=o0, 


corde interceptée. La ee moyenne de C est 


+ 


7 M(C) => Jeep a=. Sees 


’ 
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La valeur moyenne de C? est d’aprés le deuxiéme théoréme de Crofton 


M(cay= 5 ff ceapao= =. 


Considérons maintenant un couple de points intérieurs a (I) : et 


proposons-nous de calculer la valeur moyenne de la distance de ces 
points. Posons MM'= J, nous aurons 


M(1) = gi f ids dS’, 


dS et dS’ désignant les éléments d’aire dx dy et dz! dy’. 
is * é 1 tds : Pp z 
Or, employons les coordonnées p, 4%, 9, 9’ déja envisagées plus 


haut : nous aurons 


S? M(Z) =f [apa [fee ap ae’ 


Liintégrale en dodo’, pour le rectangle aSpSb, aSo'Sb, a pour 


(b—a)i 
6 


valeur » et nous voyons ainsi que 


M)= = ff capa. 


Cette formule ne fait intervenir que les cordes du domaine convexe 
considéré. Pour un domaine circulaire par exemple, si 4 varie 


deo axetde p de —Ra-+R, ona 


— I . 2h 128R 
MQ) = ae f av f 16(R?— ptt dp = VBR, 


Cette valeur moyenne de la distance MM’ intervient dans un pro- 
bléme de probabilités ou Yon considére a la fois des points et des 
droites, et qu’a ce titre il peut étre intéressant d’indiquer : 


Etant donnés deux points M, M’' pris au hasard @ Vintérieur 
du contour ((), et une sécante (A) de ce contour, prise aussi au 
hasard, quelle est la probabilité pour que (A) passe entre les 
points M et M’. 


Br ieay ees 
Pour M et M’ donnés, cette probabilité serait +3 pour M et M’ 
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Mais on peut adopters Vordre inverse, et se donner ab 


droite (A) / 
roost ysind—p = 0. ; 


Pour (A) donnée, la prorabias pove que M et LM soient dee 
rants est yes 


en désignant par 3, 2’ les deux aires pericllcs découpées: 
dans Paire S. 
en ees ona 


oe dp at = : 


ees 


eae 
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~ PROBLEMES DIVERS DE L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS. 


I. — MESURE DES ENSEMBLES DE DROITES DANS L’ESPACE. 


Généralités. — Les lignes droites de Vespace dépendent de quatre 
paramétres effectifs : nous préciserons le choix de ces paramétres en 
représentant la droite (A) la plus générale par les équauions 


L= asp, y=baz+q; 


Yensemble des droites, paralléles au plan zOy, auquel cette repré- 
sentation ne s’applique pas, dépendant de trois paramétres seulement, 
on peut dire que la probabilité pour qu’une droite (A) fasse partie 
de cet ensemble est nulle. 

La mesure d’un ensemble a quatre dimensions de droites (A) sera 
exprimée par une intégrale 


J= (f f-f¥a, b, p, ¢) da db dp dq, 


ott la fonction F devra satisfaire aux équations (I) pour le groupe 
en a, b, p,q suivant lequel se traduit le groupe géométrique des 
mouyements de l’espace. 

Il y a donc lieu de former tout d’abord le tableau des transforma- 
tions infinitésimales de ce groupe. 


. S iS ° c . 5 o 
La translation 6z = 6t donne 6p = — dt; la translation dy = ot 
donne 6g = — 6¢; la translation 6z = 6¢ donne 6p =a ot, 6g = bGt. ~ 
La rotation 6% = — y 6t, 6y = # ot donne a (A) les nouvelles équa- 
lions 


@U—y bt =as+p, 
yrueot=bs+q, 


Sours : CHAPITRE V. 
qui s’écrivent en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur : 


a=(a+bst)z+p+ qs, 
y=(b—att)s+g—pt, 


Il en résulte sur a, 6, p,q la transformation infinitésimale 
6a = b ot,” 6b =— abt, ép= qt, 8qg=— pot. 


Considérons pour terminer lune des deux autres rotations : par 
exemple y = — z 6t, 6s = y dt. Les nouvelles équations de (A) sont 


ve=alse+ydt)+p, 
y—s0t=b(z+yst)+q, 


r li N29 
ou, en neghegeant of* : 


x=a(i4+ bot)s+p+aq 6, 
y=[(6+4 67) dt] 44+q0+ 66t). 


Il en résulte sur a, b, p, ¢ la transformation infinitésimale 
da = ab oe, 0b = (1+ 62) 8t, ép = aq Bt, oq = bq ot. 

La rotation 6s = — x 6t, 6a = 5 6¢ conduirait de méme a 
da = (I+ a?) dt, 0b = abot, Sp = ap oe, og = bp ot. 


Le tableau des transformations infinitésimales en a, b, p, q est 


donc 
abo - (14 62) of aq og hy 
cont veal son nd 


Formons maintenant les six équations (E). Les deux premiéres 
Ke ic OF oF Sate : ees : 
s’écrivent ae arias la troisiéme étant yérifiée par toute fonc- 
tion I’ vérifiant les deux premiéres; la fonction F ne dépend done que 
de aet b. 


La quatriéme équation (E) se réduit dés lors a 
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et entraine que F est une fonction de a2 + 62 : soit 
F = 0(a?-+ 62), 


En remplagant F par cette valeur dans les deux derniéres équa- 
tions (E), on constate que celles-ci se réduisent toutes deux a 


(1+ @ + b?) 9'+29=0. 
I] en résulte 
r= I 
= (a ate 


Sécantes d’une portion de surface plane. — L’un des plus simples 
parmi les ensembles de droites dans Vespace est celui des droites qui 
-coupent une portion donnée de surface plane. 

Nous ne diminuerons pas la généralité en prenant cette portion de 
plan dans xOv; la mesure de l'ensemble des sécantes est 


dadb 
taf fore f f ecttteny 


le premier facteur est l’aire « de la portion de plan considérée 
p p ) 
puisque pet g sont les coordonnées de la trace de (A) sur le plan LOW: 
le deuxiéme est une intégrale double étendue a tout le plan des ab. 
co) s 
On l’écrit en coordonnées polaires dans ce plan 


rar dw Berar ia 
(sre x (f+ 72)? 


Tl en résulte 


Sécantes d’une portion de surface quelconque. — Ce résultat s’étend 
a toute portion de surface formée d’un nombre fini de domaines super- 
ficiels analytiques, puisque l’aire d’une telle portion de surface se 
définit et se calcule a partir d’éléments d’aire plans. Il y a lieu de 
compter alors chaque sécante autant de fois quwil y ade points d’inter- 


section. On a ainsi 
ndadb dp ndadbdpdq _ 
7S, 
elfen an 1: (+ at bp 


S$ désignant l’aire de la surface considérée. 


go = CHAPITRE V. 


Si la surface est convexe et fermée, ona 


. dadbdpdq = 

Ee SIS J weaccay = 58 

puisque 7 est égal 4 2 pour toutes les sécantes de la surface. Etant 

données deux surfaces convexes fermées intérieures lune a l’autre, 

la probabilité pour qu’une sécante de la plus grande, prise au hasard, 

coupe la plus petite, est égale au rapport des aires des deux surfaces. 
Par exemple, la probabilité pour qu’une sécante d’une sphére 

donnée coupe le plan d’un grand cercle donné sur cette sphére 


IT . . 5 4 fa 
est >: il faut en effet doubler Vaire du grand cercle si l’on veut l’assi- 


miler a une surface convexe fermée. 


Le résultat exprimé par la formule (1) est une généralisation remar- 
quable de la propriété des courbes planes convexes fermées examinée 
au Chapitre [V (page 6o, 3°), et qui peut s’exprimer en disant que 
Vintégrale de la longueur du segment de droite suivant lequel se pro- 
jette la courbe fermée dans toutes les directions possibles est égale 
a la longueur de la courbe. 

Coupons, en effet, la droite (A) par le plan (P) 


ax-+by+sz=0 


qui lui est perpendiculaire. Les droites paralléles a (A) découpent 
dans (P) l’élément d’aire 

dp dq 
Vit a+b?’ 


ds = 


et d’autre part, les cosinus directeurs de (A) étant 


ies a ‘ nee b ak: I 


Vit Gre Vira 1 a 


Pélément dangle solide rempli par (A) quand a et b varient seuls est 


dadp — da db 


be loo 


(1 + a2? b2)* 


Il en résulte que 
da db dp dq 
(1-+ a+ 62)2 


= ds dQ, 


‘ 
= 
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de sorte que le résultat (1) écrit 


[cao= 


en désignant par ¢ l’aire de la section droite du cylindre circonscrit 
a la surfaee convexe fermée considérée parallélement a la direc- 


vila 
Nn 


tion (a, 6, 1). On voit que l’intégrale de laire use pour toutes les 
directions possibles est le produit de l’aire $ par = - Dans le cas de la 


sphére de rayon R, ¢ est constant et égal a7xR2 : - Vintégrale de dQ, 
aire de la demi-sphére de rayon 1, est 27, et la proposition se vérifie 
immédiatement. 


I]. — MESURE DES ENSEMBLES DE PLANS. 


Généralités. — La mesure d’un ensemble de plans définis chacun 
par son équation 
UL +PY + wWS+I=O 


est une intégrale de la forme 


Lf [8 , w) du dy dw, 


ot F est déterminé par les équations de condition (Kf) relatives au 
‘ groupe corrélatif du groupe des mouvements euclidiens de espace. 
Aprés la translation infinitésimale 


6x2 = Ot," 
la nouvelle équation (2) est 


UL+vOyY +ws+i+udl=o. 


On a donc pour 46u, 6y, ow les valeurs principales 
SOF, ov = — up Ot, ow =— uw ot. 


On voit que les trois translations infinitésimales conduisent, sur les 
variables u, v, +, aux opérations 


LOR of of of of ius 
u- Pein ary, We ee aed uy ay gw sey: + Vw? ? 


pe ees ae 


a, Ap —- 4 


9? | CHAPITRE V. 
Quant aux trois rotations, elles conduisent par un calcul facile a trois 


opérations de méme forme 


sof 0k a oe 
jp a owt Low Ou 


Voyons ce que sont alors les six équations de condition; celles 
relatives aux rotations donnent 


oF oF OF 
Ou op Ow 
u v w 


done 
| Peas ay) 


Moyennant quoi les équations relatives aux translations se réduisent 
a l’équation unique 
29 + (u?-+ 92+ w2) 9’ = 0, 


d’ot résulte la probabilité élémentaire 


du dv dw 
 (u2+ 2+ 2)? 


dJ 


Avec la forme canonique 
xsin§ cose + ysin@ sing + 2¢c0s) —p=o0 


de ’équation d’un plan, on a immédiatement 


O(u, ¥, w) sin 6 I A F 4 
pa oe pie avec pian + 92 wp, 
ob 


etal en résulte 
dJ = sin dp dd dg. 


’ Ensemble des plans qui coupent un segment rectiligne donné. — 
L’un des plus simples parmi les ensembles de plans de l’espace est 
celui des plans qui coupent un segment rectiligne donné. Pour cal- 
culer la mesure de cet ensemble, nous ne diminuerons pas la généra- 
lité en prenant le segment qui va de l’origine au point de cote 
positive 7 sur Os. 

Pour chaque systéme de valeurs 4 et 9, les valeurs acceptables de p 
sont comprises entre o et / cos. Et Von aura toas les plans de 
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x . x . . ef US 
Vensemble a partir de la en faisant varier a) deo ao2anetAPdeoa-- 
2 


La mesure cherchée est 


QT Zcos§ 
ee i dz f sinoas f/ dpa: 
7 0 0 


1A 


0 


Par un raisonnement tout-pareil a celui relatif aux ensembles de 
droites du plan, on constate que si AB est un arc de courbe recti- 
fiable de l’espace, Vintégrale 


J ff sino ap a0 ae, 


étendue a tous les plans qui coupent, chacun en 7 points, l’arc AB, a 
pour valeur rL, L désignant la longueur de larc AB. 


Ensemble des plans coupant une portion de surface donnée. — La 
mesure de l’ensemble des plans qui coupent une portion de surface 
est susceptible d’une définition assez simple, a la condition d’attribuer 
a chaque plan sécant un coefficient égal a la longueur ) de la courbe 
@ intersection correspondante. 

Considérons d’abord le cas d’une portion de plan, soit (%), et 
supposons, comme nous le pouvons sans diminuer la généralité, cette 
portion de plan situé dans x Oy. 

Le plan (P) d’équation 


az sin§ coso+ ysin0 sing + zcos# —p=o0 


a pour trace la droite 


EON roose+ysing— 1 =o 


Pour 49 et » donnés, p varie de fagon que (P) balaie Vaire de (2) et 


Yona 
Cdp _ 
af sin)” 


o étant Vaire de (x) et C la longueur de chaque corde interceptée. 


beg ey C sin dp db do, 


Lintégrale 


g4 CHAPITRE V. 


quon peut ecrire 
2 


27 PX) dp 
de ar sin? 0 av f° ee 
fe A a sin) 


vis 


2 
2no [ sin? §@ d0 = 


ew 


a pour valeur 
1) 

Oo. 
2. 


Par extension 4 une portion de surface gauche d’aire 5S, ona 


i= ff f rsinddpdodg= =. 


Ce résultat, ainsi que le résultat analogue relatif 4 la mesure des 
ensembles de droites, est indiqué, avec un langage géométrique un 
peu différent, dans le Mémoire de Barbier dont nous avons déja 
parlé a propos du probléme de laiguille. 

La mesure de l’ensemble des plans qui coupent une portion de sur- 
face donnée, sans qu’aucun coefficient tel que ne leur soit attribué, 
n’est pas suscepuble en général d’une expression géométrique simple. 
S’il s’agit d’une portion de surface plane, la mesure cherchée est celle 
de ’ensemble des plans qui coupent le contour de cette portion de 


“19 r KS x 
surface, et sa valeur est is L, L étant la longueur du périmétre de ce 


contour. M. Cartan, dans un Mémoire du Bulletin de la Société 
mathématique de France ('), propose d’étendre le nom de « péri- 


: : 2 : 

métre» au produit par —, pour une surface fermée convexe quel- 
Tk 

congue, de la mesure de ensemble des plans qui coupent cette sur- 

face. 

Dans le cas du domaine convexe le plus général de Vespace, cette 
mesure est Vintégrale fP dQ de Pépaisseur de la surface relativement 
a une direction donnée, c’est-a-dire l’amplitude de ‘variation de p 
pour 4 et 9 donnés. 


Pour une sphére, P est constant et égal a 2R: la variation totale 
de 4 et » conduit a O = az, Vintégrale est donc 4zR, et le périmétre, 
au sens de M. Cartan, a pour valeur 8R. 


(*) E. Cartan, Le principe de dualité et certaines intégrales multiples de Ves- 
pace tangentiel et de Vespace réglé (1896). 
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Etant donnée une aiguille de longueur J, située a Vintérieur de la 
sphére, la probabilité pour qu’un plan sécant de la sphére coupe 
Paiguille est, d’aprés ce qui précéde, nan = = Ce résultat fourni- 
rait la solution du probléme de l’aiguille généralisé dans Vespace a 
trois dimensions, et dans lequel on placerait au hasard une aiguille de 
longueur / dans une région ow serait disposé un réseau de plans 
paralléles et équidistants, la distance «de deux plans du réseau étant 
supérieure a @; la probabilité pour que laiguille coupe un des plans 


serait alors —- 
2a 


Théoréme de Minkowski. — Minkowski, dans ses remarquables tra- 
vaux sur la géométrie des corps convexes, montre que pour une sur- 
face convexe fermée analytique quelconque, l’intégrale 


qui mesure l'ensemble des plans sécants, est égale a l’intégrale de 
surface 


(2) [fea s)* 


ou o, 2 sont les rayons de courbure principaux. 

Le théoréme se vérifie immédiatement dans le cas de la sphére : la 
quanulé - (; ay est inverse du rayon, et l’intégrale de surface (2) 
est bien égale a Ank. 

La démonstration de Minkowski, fort élégante, est basée sur des 
notions spéciales introduites par lui dans sa géométrie des corps 
conyexes. Il est possible de rattacher simplement la question a la 
théorie classique des surfaces. 

Prenons pour origine des coordonnées un point intérieur a la sur- 
face, et définissons celle-ci en associant aux cosinus directeurs, 


(3) a = sin cosg, B =sin@ sing, Yea COS 


de la demi-normale extérieure en un point M, l’équation du plan 
tangent 


(4) axt+py+tys=H(6, 9), 


ou H est une fonction analytique positive de sin§, cos§, sing, cos. 
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Les coordonnées du point M s’obtiendront en adjoignant a Péqua- 


tion (4) les deux équations dérivées 


die: 


x cos8 cose + y cos sing — zsin§ = OH” 
ne : i Be so — te ou . 
Te aw SOPs tein Gh dae! 
on obtient ainsi les équations paramétriques 
oT sim OH 6 sing OH 
w = Hsin 0 cose + > cos) cose — — oe 
: ; : OH % cose 0H 
(6) yao sin sing + > cosé sing Barr ae 


oH 
& = Heosé — ns 


dou il résulte que le vecteur OM est la résultante des trois vec- 
H I OH 


teurs H, ge ae portés par les directions 
00 sin8 de 
( % = sin8 cosg, 8 = sin@ sing, Ve—wCOSIOs 
(7) a = cos8 cose, 8’= cosO sing, y'=— sind, 
go" =— sing, "== C089, i =, 


qui forment un triédre trirectangle direct. 

Soit e un rayon de courbure principal; soient d6, de des aceroisse- 
ments correspondant a un déplacement le long de la ligne de courbure 
correspondant au point M. Nous avons, d’aprés Olinde Rodrigues, 


Ax dy Sy az 


a aeads Der 


Tl en résulte 
Ox Ox Oy og 0z oy 
ap “dhe 08 = ode a on eee 
dd 0x OO OR 0p” ‘dz Oy. 
do =* de do © J 09 e do 


ea 
D 
Ww 
| 
| 
Q 
fom] 


Or, des relations d’orthogonalité 


i Ox Ox 


Lay eae Os 


on tire en dérivant chacune d’elles par rapport a 4 et par rapport a 9, 
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Nur 


et tenant compte de (7) : 


2 
Da ese ee 
O02 )0 Q 
zs Ox 
Xa—— +sindSe” —=0 
0) O29 rx, Ov : 
Pu Ox : 
SY ages as Ne! = 6 
09 do Te) y 
02: ‘ ee 
X2— + sin§Sea’ — =o 
ag 09 
Si, dans ces conditions, on pose 
Se ZAR Sgr aS Rie Oe : 
09 a) sin 6 io) 
GE 
Fg yn OF ep 
sin 0 do d 


on a, en ajoutant les trois derniers rapports (8) aprés multiplications 
haut et bas par a’, 3’, y’ et a", 8”, y’ et égalant les résultats : 


R—-¢ S 
Ssing (T py sine” 


dot, pour déterminer les rayons de courbure principaux au point M: 
(9) o?—(R+T)o+ RT —S?= 0. 


Encore faut-il exprimer R, S, T en fonction de 4 et de 9. Or, la 
premiére équation (5) qui s’écrit 
OH 
r Q) Re redial 
DRE A at gt Ye 


donne en dérivant par rapport a 4 et tenant compte de (7) 


OH 
re) 0 


et en dérivant par rapport a 9 et tenant toujours compte des 
valeurs (7) 
‘ 1 oH cos) JH 
s=-— — = —- 
un) sin J0 d9 sin? Q Te) 


On a enfin, d’aprés la deuxiéme équation (5), 


” Qu Ae pes I ou 
HE Ah EN GOTO Ce Nea AT dp? 


i 


bo | 


DELTIEIL, 


d’apras (6), 


ee kd OW, 


| Teva arene git s\ OH Tee Mgt 
ar, he oe RaW yee ag a a 


La courbure moyenne de icles a done pour valeur iit 
ST aoe Nanas oH OH 

be a i Rad. | Pee: 9 aT 
ce — BS?) ph 


Comme, d’autre part, Vélément aaah da Puc, 
s solide dQ sont liés parlarelation wba tiae\ fat ep 


if it i n= 


Ma “on “voit que i heer nie! de Minkowski revient a 


JE oun 
ay Se ene 4 (Boos 38 702 . 


avec) oy Bie ate 
ee A d= sinl ded, Pema eid tat 
aA rn h NG , 


~ ‘ “re 5 " rio ! im 


Y intégration portant s sur le dom aine’ 


\ 


~ Je dis que les deux oo ROE Sia Wty ae it : : S 
Ms 3 iS ERECT oe) — eh 
ee i A : a H Rie 
: : 2 - | fT cot + oe Za is 


‘la acre Intégrale est nulle quel que soit), pulsqu 


sor aN 
ea 
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valeur 


oH 
— (0, 27) — —(0,0), 
g 09 


Ou ; : ; 
> ne dépendant que de sing, cose pour 4 donné. 
02 T 1 


On a, d’autre part, 


ePh. 7 oH 2 
| do f (og ° cos) + cgesin® ) do. 
S60; 


J a0 02 


L’intégration en d? conduit a 


Sp sino 


et expression — on 
“00. 


L’hypothése de la convexité intervient dans la démonstration par 
OH = 


ao. 


2 2 dQ 
{inies et que le signe de 7 reste constant ('). 


sin§ est nulle pour §= 0, 6=7n. 


le fait que les quantités H = figurant dans les calculs restent 


III]. — Postrion b’UN SOLIDE DANS L’ESPACE. 


Les questions relatives aux lignes droites et aux plans dans I’ espace 
sont des cas particuliers de celles relatives 4 la position d’un solide 
dans l’espace : nous allons déterminer la probabilité élémentaire dont 
dépendent ces questions dans le cas général. 

Nous nous limiterons d’abord au cas d’un solide ayant un point fixe. 


Coordonnées d’une position. — Prenons trois axes rectangulaires 
issus du point fixe O, et soit Sp une certaine position initiale du solide. 
On peut amener le solide a4 une Perron courante 5 par une rotation 
autour d’un axe issu de O: soient x, 8, y les cosinus directeurs d’une 
direction portée par l’axe de rotation, V langle de la rotation. 


5 


La connaissance du vecteur rotation, qui a pour mesure tang — sur 


Vaxe (a, 8, vy), suffit pour déterminer complétement la nouvelle posi- 


(1) Signalons, & propos de Vintégrale de Minkowski, l’emploi de cette intégrale 
par M. B. Hostinsky, dans un travail récent qui contient diverses extensions a 
Pespace de certains résultats de Crofton (Sur les probabilités géomeétriques, Publi- 
cations de (Université Masaryk, 1925). 


WN". -£) Aetennn Tikrarny 
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tion S : les composantes 


vi< 


) n= y tang 


vil< 


Vv 
=atang—> m = B tang 


de ce vecteur sont des coordonnées de la position S. Et la proba- 
bilité élémentaire 

F(/, m, n)dldmdn 
sera déterminée, conformément aux idées directrices du Chapitre I, 
par la condition de conserver la méme forme par un changement 


arbitratre de la position initiale So. 


Coordonnées homogénes. — Pour aborder plus facilement le pro- 
bléme du changement de la position initiale Sy, nous remplacerons 
les coordonnées /, m, n par les coordonnées homogénes 


7 


nevi ANY : 
X =a@sin—» uw = 8 sin — y==ysin—y» == COS 5 
2 2? 2 : ‘ 


qui vérifient la relation )? + u?-+-y?-+ 67 = 1. 


Composition des rotations. — Supposons que la position Sy dérive 
elle-méme, par la rotation de coordonnées ),, Ys, ¥4, 61, d'une posi- 
tion initiale X,; et soient X’, uw’, v', 0 les coordonnées de la position 


Fig. 20. 
R 


courante S @ partir de Xy. Le probléme qui se pose est d’exprimer i’, 


/ r / i 2 
yy ¥', eo’ en fonction de/A, u,v, 9 et de Ay. by. vy, a1. 
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Etudions d’abord le cas ou les deux angles de rotation sont de 180°, 
cest-a dire ot chacune des deux rotations est une symétrie par 
rapport a une droite : nous montrerons ensuite comment on peut 
ramener le cas général a ce cas particulier. 

Soient a,, b,, c, et a, b, c les cosinus directeurs des axes de la 
premiére et de la deuxiéme symétrie; l’axe OR de la rotation résul- 
tante est évidemment porté par la perpendiculaire commune aux 
axes OA,, OA des deux symétries composantes. 

Soient A et A’ les positions prises, aprés les deux symétries com- 
posantes, par un point A, du plan A,OA (fig. 20). Autour de la 
demi-droite OR de cosinus directeurs 4, 8, y portée par la nor- 
male au plan A, OA, Pangle de la rotation résultante est 


V = Ay COAG 


r 


z AY 
et angle I,O1 est égal a—- 
2 
Nous avons donc 
v 
Ges BS ==, a + bb + cy. 
Le moment par rapport au point O du vecteur I,,I est porté par la 
aa 
normale au plan A,,OA, et sa mesure le long de ORest OL,.OI sin —- 
Sa projection sur Oz, moment de 1,I par rapport & Os, a pour 
» mesure 


N= yO, Olsin®, 


et d’autre part, les coordonnées £1, 74, 34 de I, étant a,.Ol,, b,.O1, 
et c,.Ol,, les composantes X, Y et Z de I, 1 étant a, Ol— a,. OL, 
6. OI — b, OI, et c.O1 — c,.Ol,, le moment de 1,1 par rapport a Oz 


admet aussi l’expression 


We yk (abe ba yOL Oly, 


Il résulte de la que 


ysin* =a,b—bha, 


et ’on démontre de la méme maniére deux résultats analogues. 


\ 
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Les coordonnées homogénes de la rotation R sont done 
De up alee 
w= Ca — AC, 


v= a,b — ha, 
o=—apat b6+ coc. 


Abordons maintenant le cas général. L’examen de la figure 20 
montre que toute rotation R d’un angle V peut se ramener a deux 
rotations de 180°, autour de deux axes OA,,OA perpendiculaires 
’ OR; et cela d’une infinité de maniéres, OA, par exemple pouvant 


ans cepa : 4 Vv 
étre choisi arbitrairement, OA s’en déduisant alors par rotation de —- 


Soit a composer la rotation R,(Ay, vs, v4, er) et la rotation 
R(A, p, ¥, ¢) : décomposons R, en deux symétries successives T,, T, 
et R en deux symétries successives T, T’. On pourra passer de 2) a5 
par les quatre opérations 'T',, T,, T, T’, effectuées dans ordre indiqué. 
Mais en disposant convenablement de l’arbitraire laissé dans le choix — 
des symétries composantes, il est possible de simplifier considéra- 
blement les choses : il suffit en effet de prendre pour T’, et T deux 
symétries successives autour de la perpendiculaire commune aux 
axes des rotations R, et R. Ces deux symétries sont équivalentes a 
lopération identiqué : et la succession des deux rotations R,, R est 
équivalente a celle des deux symétries T,, T’, ce qui raméne bien le 
cas général de la composition de deux rotations au cas particulier 
déja traité. 


Formules de la composition. — Soient a,, b,, c, les cosinus direc- 
teurs de l’axe de la symétrie T,; a, b, ¢ ceux de l’axe commun des 
symeétries T’ et T; a’, 0’, c'. ceux de l’axe dela symétrie I’: 

La rotation R, = T, T) a pour coordonnées homogénes : 

= b,0— cb, 
21 = Ca — QC, 
v= ab — hha, 


o.=aqatb,b+caqe. 


\ 
La rotation R=TT’ a pour coordonnées homogénes : 


= be’ — cb, 
p= ca’ —ac’, 
Ye Qo ba’, 
o = aa’ + 6b’ + cc’: 
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enfin, la rotation résultante 


NOG Soil 


w= Ca — a,c, 


a pour coordonnées homogénes : 


» 


v=a,b'—h,a, 


o=aja+b,b'+¢c,c'. 
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Or, il est facile d’exprimer a@,, b,, c, en fonction de Ay, Vey Yin Oty 
a, b,c: et de méme d’exprimer a’, b', c’ en fonction de d, u,v, e, 
a, b, c. On obtient aisément 


\ 


a&= aot+byv,—cw, 
6; =—ay, +6,+¢)4, 
C= ayv,—bhy+ e091, 
a’= ao —bv +ep, 
b'= av +60 —ei, 
c=—ap +6) +¢¢, 


et ona les relations d’orthogonalité 


dont nous dési 


Aa), + bp, + ev, = 0, 


enerons les premiers membres par d, et cd’. 


ah+bp+ev=o, 


Formons (II. Poincaré) les combinaisons : 


Neco 


COL Ai = 


Rl ee C4. at a,c + b,d/ + d, Le 


v=a,b'—ba+ad+d,c, 


oo = aa'+ b,0'+ ¢,c' + dd’, 


et remplacons les quantités figurant dans les seconds membres par 


leurs valeurs ci-dessus; les cosinus directeurs a, 0, c n’interviennent 


en définitive que par la somme a? + 6? +-c?, qui a pour valeur 1, et 


Von obtient : 


N= hoy + py — Vp pAd, 
p= — dv, + py + vA, + ppd, 
vi Apt, — BA +01 + OM, 
0’ = — Ady — Ber — WV + 001- 


Telles sont les formules générales de composition des rotations, 


avec les coordonnées homogénes i, vu, v, 9. Avec les coordonnées 


Lo4 arr. CHAPITRE V. 


normales J, m,n, on écrit immédiatement : 


AO Vy) — Vea t+ ph 


fees 
DRO a Why — V4 004” 
t NG [yaalesl 1 P04 


et en diyisant haut et bas par 99, : 


i+ 1,+ mny— nm, 


= , 
1— ll, — mm,— nn, 
oo mnt, nl, — In, 
WD — ) 
1 — ll, — mm, — nn, 
\ n+n,+lm,— ml, 
i= - 
1— 11, — mm,— nn, 


Si Von considére /,, m,, my comme des paramétres, ce sont 
la les Gquations d’un groupe de transformations entre l, m,n 
etl’, m', n’. Comme la transformation identique est obtenue en pre- 


nant J, =m,=n,=o0, la considération des parties principales 
de ? — 1, m' —m, n' — nr donne immédiatement les transformations 
infinitésimales du groupe. 

On obtient ainsi : 


ol = (1+ 02)l, +(lm—n)m,+ (iIn+m) ny, 
6m = (ml —n) 1, + (1-+ m2) my + (mn — 1) nm, 


on =(nl— m)i,+(nm+ 1) m+ (1+ n?) mr, 


dott les transformations infinitésimales 


+ (nd my, 


G+nyd + (ml ye 


l m 


of SS us of 
(dm — n) 57 + (1+ m?) pert eNO Lg) ark 


ae 

of Of ni, of 

l — | | Di eet eee 

(He iH) oy ot Amn Doves (I+ n Pes 
Détermination de la probabilité élémentaire. — Les équations (E) 

relatives a ces transformations s’écrivent de suite : 
; OF OF oF 
Se ie LY 
Ga), + (ml nN) (nd Ye iy GbR 0; 


OF, Ok oF 
(im — n) + Beare FCAT set) +4mF =o, 


oF of oF z 
(in + Mm) + (mn— 1) ae (Cie ne) + 4nF = 0. 
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Elles forment un systéme linéaire admettant une solution unique dou 


il résulte immédiatement que 


dF 4(ldl+mdm-+ndn) 
Be ree wee meso ne ton 2-5? 


ce qui conduit a la probabilité élémentaire 


dldmdn 


(i+ 2+ m2+- n2)? 


djJ = 


~ Observations diverses sur le résultat obtenu. — Si l’on exprime la 
probabilité élémentaire dJ en faisant intervenir la représentation 
sphérique 


o% = sina COSo, 8 = siné sing, y =cos0 


de la direction autour de laquelle s’effectue la rotation, on a 


Ve: Nie. : Vv 
= tang —sin 6 coso, m = tang —sin§@ sing, n = tang—cos0 
> 2. ; 2 2 
et ) 
a? Vv 
Sil ss—— 
Witz Vv a Dy 
dl dm dn = tang? —sin0@ d{ tang — }) d0 do = —- ——— sin0 dV dé do. 
2 2 cee: V ; 
cos* — 
2 
Comme 
if I 
1+ 2+ m?+ n?=1-+4 tang?— = ——_, 
2 oN 
cos? — 


nous yoyons que 
dj = ~ sin? M dV sin8 dO de. 


On yoit qu’en adoptant, par raison de symétrie, la probabilité éle- 


mentaire 
dV dQ = AV sin dd de, 


on commettrail une erreur grossiére. Le raisonnement, d’aprés lequel 
tous les axes de rotation sont également probables, et, autour d’un 
axe de rotation donné, tous les angles de rotation le sont a leur tour, 
présente cependant les apparences d’une correction évidente. La vérité 
est que tous les axes de rotation sont également probables, mais que 
toutes les valeurs de V ne le sont pas. 

Il est intéressant de noter que la valeur de J, relative a tout l’espace 
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(l, m,n), est finte : on a bien tout cet espace, en effet, en faisant 


varier V deo a 27, o deo a 27m, 4 de o a-- Dans ces conditions : 
2, 


‘ oT Vv QT 
ta if sin? Vf sind af Ao = R, 
2 2 4 s 


&230; 


wha 


Pour énoncer un probléme sur les positions possibles d’un solide 
ayant un point fixe, il n’est donc pas nécessaire de limiter préalable- 
ment l’ensemble des cas possibles. 


Cas d’un solide entiérement libre. — Si la position S du solide 
envisagé se déduit de la position Sy par la translation de compo-. 
santes £, n, C, et la rotation de coordonnées l, m, n, il est clair que 
la probabilité élémentaire relative aux seules translations est dé dy dC, 
et par conséquent celle relative aux six degrés de liberté est 


dldmdn 


dé dn dC . 
: 1 ade” ET ao IE 


————S 9 A 


CHAPITRE VI. 


PROBLEMES SUR LA SPHERE DE L'ESPACE A m DIMENSIONS. 


I. — RAPPEL. DE RESULTATS ELEMENTAIRES. 


La considération des aires et des volumes attachés a la sphére (S) 


Sy 2 ' : * 
BF BS. wR, = R? 


fournit une représentation trés utile de certaines grandeurs interve- 
nant a propos de Physique moléculaire ou d’Analyse fonctionnelle. 
Le nombre de dimensions est trés grand, de l’ordre de 102’, en Phy- 
sique moléculaire; il est envisagé comme croissant sans limite dans 
les questions d’Analyse fonctionnelle. 

Rappelons dabord comment on calcule le volume total et laire 
totale de la sphére (S). Nous définissons le volume par l’intégrale 


; (E 4 [ ae, (aly 5 sim Ola 
ae 


m 
étendue aux points vérifiant Vinégalité 
R2— x7 —...— x7, > 0. 


On peut poser, employant les coordonnées polaires de Pespace a 


m dimensions : 


Ty = 0 COSH1, 

| Lo = SING COS %, 

(1) erable Peo dinon aueete 
| Dip 2ST) 4 sin 3 » we SILO), 9 COS Dy )--1, 
Lm = 0 SING SING2... SING» SIND m—4 5 


ie 


alors 9 varie de o a R; les angles 9, sauf 9, ,, varient de o a 7; 


Vangle om_, varie de 0 a a7. 
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Le jacobien 
ele O( £4, Vy, vo), Lim) 
O( 0, O41, 22+, Pm—-1) 


se calcule aisément et a pour expression, en définitive : 


J = p—! sin’”—2.9, sin”—3 Oo... SIND m2, 


et Von obtient 
anR 


mm 


v9 
lex fh sink do. 
0 


On connait les expressions 


v= Jide vir aor 


ou 


Tyo Gia Peo ek 2.4) OxtalOe 
i?) Line as, BC nate eer ae ae: 
et il en résulte 
277 215 
JopJopr1 = Speer JepJapr= =: 


° 


Ces calculs conduisent a distinguer deux cas, suivant la parité du 
nombre des dimensions : 
Pourm=2p+1,o0na 


R2p+1 2 (Oey? 


oe" Ei 3 on meo ee 


el pour m7 = 2p, on trouve 


Vee 
oy jou 


Les expressions de V, d’aspect assez différent, peuvent s’unifier grace 
a l’emploi de la fonction T : 


+ 2 
T(a)= a; ent Nada. 
0 


On sait que, pour a entier, [(a) = (a—1)!, et que d’autre part 


I — 
Es) =e 
(a) st 


En vertu de la propriété, également classique 


T(a)=(a—1)r(a—1), 
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on justifie facilement expression unique 


En ce qui concerne l’aire de la sphére (S), nous la définirons pan 


Pintégrale de ’élément 
R dxy dxs sisi aim 


ds = ’ 
| 2 | 


formé par analogie avec |’élément d’aire de la sphére de lespace 
ordinaire, mais qui peut étre aussi considéré comme le seul élément 


différentiel du type 


LD (CPS LORS Sins, Lop CMEC MAN eC Bete 


invariant vis-a-vis du groupe suivant lequel se traduit, avec les 
variables 22, 23, , Lm, le groupe géométrique des mouvements 


autour du centre O. On peut adopter la représentation paramétrique 
Hy—= Res 1; 
X_e= Rsinog, cose 

( 3) 2 v1 25 
RE ee aes ee 


Hn = Rsing; sings... Sin g»-4, 


qui conduit a 


NSE 6 Bin) Rial ; 
( 29 03) eae uae sin?—2 wo ... SIND 9, 
O( 91, O25 % 6-3 Pm—1) COSY, 
eta 
do = R™—1 sin”—29, ... sin @m—2 dp, dpe... APm-2- 


La comparaison avec dV montre que élément de volume obtenu en 
prenant l’élément d’aire dz pour base et une variation de 9 allant de 


RaR+dR comme hauteur est 


oars fone A ne 
On a done 
dV 
do = dk 


(‘) Voir mile Boren, Introduction géométrique a quelques théories physiques. 


— Paul Livy, léments d’Analyse fonctionnelle. 
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et aire totale, dérivée du volume total par rapport au rayon, est 
) ’ 
m7 


an R(n R2)? 
“() 
2; 


II. — Sur LA CONFIGURATION DE LA SPHERE (S) LORSQUE 72 EST TRES GRAND. 


Yes 


Pea 


Lorsque le nombre des dimensions de Vespace considéré est trés 
erand, de ordre du nombre d’Avogadro pour ‘Tixer les idées, on 
peut noter des particularités intéressantes sur la répartition du 
volume, ou de l’aire, de la sphére (S). 


Répartition du volume. — En ce qui concerne d’abord la réparti- 
tion du volume par couches concentriques, nolons que pour un 
accroissement AR du rayon, laccroissement de volume AV est 


AV = SEM ar es ON + ‘AR )7 —= R”], 
7. 
(= + ') 
2 
AV 4 AR ; Serre 
done le rapport 7 dépasse m =? qui est sa partie principale 
pour AR infiniment petit. Or, pour m trés grand, il suffit d'un 


accroissement relatif = trés petit pour que AV soit considérable par 
rapport a V. Pour fixer les idées, avec m = 10?*, Paccroissement AV 
dépasse 10'? V dés que AR dépasse ro? R. I y a la un phénoméne 
de concentration a la surface surprenant pour qui n’est pas fami- 
harisé avec les questions de cette nature. 
Dans un ordre W@idées analogue, considérons le volume du | 

« segment sphérique » limité par les plans 

Fea ie 

Gry es 
Nous calculerons ce volume en notant que la portion obtenue pour 


x, compris entre x, et x, + dx, nest autre que le produit de dz, par 


Pintégrale 


iy aM { A@y AGs. Alan, 
Selina 


He — t 
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calculée pour le domaine 
rma=x3+ep+...+x77,< R?—2?. 


On a done pour le « segment sphérique » envisage : 


m—1 


Rr okie 2 
viny= f [z(R2— x? )]} ax, 


m—i 
ee c [: ey koe | 
2, 


ou, avec x,—Reos, h—=Reose: 
b) 4 p) 


m—t 
o 2 m : 
Opies IO HEN ea aiage 
0 


eee) 
2 


a done pour valeur 


10 
i, sin’? 0) dO 


0 
(0 = ° 


B sin729 dO 


“0 


seoment sphérique 


demi-sphére 


Or, il résulte des formules (2) que, pour m tres grand, la 
asymptotique de 


= sin’? ) d0) 
0 


Te a 
est (/ = Nous avons donc, asymptotiquement, pour v. : 
2M \ 


a 
2170 e 
= (/ [ sin’) dQ, 
aepep 


L’intégrale est évidemment moindre que 


x 
if sin’ ¢ d§ = 4 sina, 


a0: 


DY One eas a 
yes oo sim 7? x 
Tk 


done 
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valeur 
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est infiniment petit, pour m infiniment grand, quel que soit 2, 


différent de eR 

Pour. préciser, prenons m==107? 
Vordre de 10'2e-"”’, valeur d’une petitesse inimaginable. 

Il suffit done de faire varier 7, d’une quantité extrémement peuule 


autour de zéro pour obtenir la totalité du volume V, a une fraction 


sing == 110 74? esha de 


prés, dont la petitesse est extreme, de ce volume. 


Répartition de laire. — L’aire de la calotte sphérique obtenue, 


dans les mémes conditions que plus haut, pour 


Wsarsk 


est a l’aire totale de la demi-sphére dans un rapport plus facile a 
calculer directement. Il résulte en effet immédiatement de la forme 
de Pélément d’aire ds que ce rapport est 


a 
[ sin’”*—2 0, dy, 


In /2—2 
[ sin 1 dey 


“0 


Il se produit donc, pour m wés grand, une concentration, dans. le 
voisinage de l’équateur, pour les aires comme pour les volumes. 


Loi exponentielle de la concentration. — Cherchons a préciser 
cette concentration, en nous placant pour fixer les idées dans le cas 
des volumes. Le rapport du volume limité par les plans 2, —o, 
“,=h a celui de la demi-sphére est 


TT 
am : 
Dis 
O=I— R= — if sin’? 6 a, avec h = Roosa. 
Tw 
Posons 
Oe a 
= 0 — zx 
seth m 


nous aurons 


PROBLEMES SUR LA SPHERE DE L'ESPACE A m DIMENSIONS. 113 


avec 


il résulte de ce qui précéde que w tend vers 1 lorsque E 


d 15 m : . Bint A . 
tend vers = a mais que w est tres voisin de 1 dés que E atteint 


une fraction trés petite de cette quantité. 
Laissant 4 § une valeur déterminée, faisons croitre m indéfiniment 
ai ; : ; ase 
dans (4) : langle 4 sera infiniment petit : nous pourrons écrire 


cosy = 1— Ys + Avs, 


2 


. Bate x I 
A restant inférieur a ae 


Et 
ve: 


m Log (1— crs +AWs) Sepeecor 


cosmy =e oe ee 


@ demeurant inférieur, pour m assez grand, a toute quantité donnée, 


quel que soit ) dans l’intervalle (0, (/2 E) ; 


Il en résulte pour w lexpression asymptotique 


¢ 
2 > 
5 ———— — dz = @(£ 


: See : aac E vn ™ 
justifiée pour fini, c’est-a-dire pour « trés voisin de at Comme les 


valeurs (4) et (5) de w sont toutes deux extrémement voisines de 
Yunité dés que € dépasse, pour fixer les idées, la valeur 10, il n'y 
a pas lieu de se préoccuper des valeurs notables de 4 et des valeurs 
trés grandes de a 


Observations sur cette loi exponentielle. — L’étude précédente 
fournit, par des considérations de probabilités géométriques, une 
justification intéressante de la loi exponentielle de Laplace pour la 
distribution des valeurs d’une quantité fonction d’un trés grand 
nombre de variables. 

Considérons en effet le point M(z,, #2, ..., Xm); sa position dépend 
des nombreuses variables que sont ses coordonnées. Soit la fonction 


V = M+ Lor... Lm, 


DELTHEIL, 
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proportionnelle a la distance de O au plan de coefficients direc- 
teurs 1, ..., t passant par M. Et supposons les diverses positions du 
point M également probables 4 lintérieur de la sphére (S) consi- 
dérée plus haut (ce qui assurément particularise la question). 

La probabilité pour que y prenne des valeurs comprises entre y 
et y + dy est la probabilité pour que h prenne les valeurs corres- 


; me yest, 
pondantes, c’est-a-dire que 7 = (/2 Arc sinj; prenne les valcurs 
correspondantes; or, d’aprés (5), cette probabilité est 


Sta ie 
Vis 
epee h h ] v 
ou, en remplagant re sin R par R et 2 par qa 
t 1 en a dy 
Van R : 


La loi de distribution de y autour de zéro est donc la loi exponentielle 
célébre par les travaux de Laplace, Tchebytcheff, Markoff, etc. (*). 
Dans le cas des aires sphériques, la formule (5) fournit, en se 
plagant dans un espace 4 3N dimensions représentatif de la distribu- 
tion des vitesses dans une masse gazeuse de N molécules, une justifi- 
cation intéressante de la loi de Maxwell dans la théorie des gaz : Pégale 
probabilité des positions du point représentatif sur la sphére corres- 
pondant a une valeur donnée de lénergie cinétique a été déduite par 
M. Borel de l'indétermination des valeurs initiales des vitesses (2). 


TI. — La DISTANCE DE DEUX POINTS A L'INTERIEUR DE LA SPHERE (S), 
DISTRIBUTION ET VALEUR MOYENNE. 


Distribution. — Soient M, M’ deux points pris au hasard, indépen- 
damment l’un de l’autre, a l'intéricur de la sphére : 


e 
Lit... + £2, = R?. 


(*) Consultcr sur cette question le présent Traité, tome I, fascicules I et II, ainsi 
que l’Ouvrage de M. Castetnuovo, Calcolo della Probabilita. 
(*) Voir le tome I, fascicule IIL du présent Traité (Chap. II). 
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posons- nous de chercher la loi de distribution de la distance MM’. 
| probabilité pour que MM’ soit moindre que a est 


BE 2 ae — a 


Be = a pip) Soy ie 


> sur (S) et intérieure a (S). 
i, SI iVon poe : oe . e 
#2 =2Rsind, 


=| 8 


a an = s(n) 3(ny 0( jan, ‘ : ee 
ulte, puisque p est nul pour 7 = 2RouR= 4 ; 


Ee a "H@)2(0) ne ) 2 


els 


116 = 


- done que ~ 


—Tlen résulte 


(3) 


et, en intégrant : _ 


(6) ae Saw 


c d’un nombre impair de dimensions. — ‘Toutes: les 


est impair, on peut expliciter simplement P. En effet, o 


un pemoms en Pe de degré m — 2 PY ‘est par suite =. 


‘ P bey 
aN 
* 


ile deere 2men zx 


Pour me ses ue 1 espace ordinaire, nous 


eR fos spate ee 


~ Tlen résulte 


Vee | ss nome = ie pea 5028 — Bee 


BS ane |? — Bg 784210 gh oe 


(> 


se oe rs 1260 )12 = Sa 405, Gn : 


ne aay en 
: ; Y Op 
bur osciins de la distance MM’. — Cette valeur moyenne a x ‘ 
2K 
= f Sap ayde: 
e/9 = es oe 


es ant p(s) par sa | valeur (9 ), on ebtient ainsi uw par ane 


— am 


le est ee: simplifierles calculs en considérant les couples 
s MM’ tels que l'un des points est a la surface de la sphére. 
issement dR du rayon entraine pour u. p. Paccroissement 


‘e dV eae ee: 
Ay = 2 ay =f) She : a 


Baa tide ea 
ie Nene es R”? nd 


See Ook SS a kya ke 
- : 2 I . ¥ 
eae OTL ee 
er Pie Eagipaia ios 
m= | DP @ age aA 
0 ; ab 


> °) ‘ ML ' q : 
Gi ma mer o(R) 


a 52) WoRy WOR) Re 


. définitive : 


pee , 


aes seta eae BE [om 9(%) ax 
| Sh 2a Pe ee : R me) 


ela variable *~ —sina=u: 


2K 
gut 1 men i 
p= ————_ w? Pu) du. 
Soe Ue ee 
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Les valeurs respectivement obtenues ainsi dans les cas particuliers 
== Ii, 7... SONU POUr, Lar: 


6 80 560 16.128 
= _—R th = —R wu, = — R wu, = ——R 
uo d Spee 8 Aig Sc G20 ia ae ae ee em 
ou, dun milliéme pres : 
DSO RH Ren wy = 1,269 R, U4 =1,305R, heals ODOUEN. 


Limite de cette valeur moyenne lorsque m croit indéfiniment. — 
J’ai affirmé a tort, au paragraphe 34 de ma Thése, que » tend vers 
zéro lorsque m croit indéfiniment. Afin de rectifier cette erreur, nous 
terminerons par l'étude de cette question, et nous verrons que a 
une limite finie. 

Notons d’abord, en vertu de la relation 


2M -b I 
ea eee 


2m 

que la limite de » est la méme que celle de y,, si celle-ci existe. Nous 
chercherons done si 2, a une limite, et nous pourrons, étant donnée 
la symétrie, laisser le point M fixe sur la sphére (S), avec les coor- 
données — R, 0, 0, ..., 0 par exemple. 

Décomposons le volume V en tranches paralléles d’épaisseur infi- 
niment petite, par des plans perpendiculaires 4 OM : soit dV la 
portion limitée par les plans coupant OM aux points d’abscisses x,, 
r1-+-dzx,, et soit uv’ la valeur moyenne de MM’ pour M’ pris dans ce 


volume dV. 
mnV= fw) av. 


Nous aurons 
Or dV est le produit par dz, du volume de la sphére de 


rayon \/R?— x? dans lespace 4 m —1 dimensions, de sorte quen 
posant 2,=— Ros, dv,= Rsin§ d0, nous avons 


dV sin”? 0 dO 


Via ye eee 
f sin’) ad) 


<0: 


? 
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ie) 
= 


Atk 
ww, sin’ 0) dO 


‘, sin’ § a0 
0 


Ape haeeed : ; 
Portons notre attention, d’une part, sur les valeurs de 4 comprises 


wT 19 : = 
entre — —¢ el= +e, d’autre part sur les valeurs de prises en dehors 


de cet intervalle. Et écrivons la formule ci-dessus 


A+ A, 


Meenas eer 
B+ B, 


en séparant, au numérateur et au dénominateur, les deux parties 
respectivement mises en éyidence par cette distinction. 
I résulte de étude faite sur la répartition du volume de lasphére (S) 


: ° . - ; B, 
que, si petit que soit ¢, on peut prendre Mi assez grand pour que R 


soit moindre qu’un nombre donné 6 aussi petit que Von veut. 


Il est facile de se conyaincre que le numérateur posséde la méme 


A 
*' . nous augmentons le 
A ° 


numérateur A, en remplacant u, par 2R, et nous diminuons le déno- 


propriété. Considérons en effet le rapport 


minateur A en remplagant |, par 5 (MIM étant supérieur ou égala 
: Spent ee okt ; Ap 5 
pour z,;=0, et a@ fortiort supérieur a> pour x, voisin de zéro ). 


Nous avons donc 


et par suite nous pouvons rendre a inférieur a 48 en prenant m 


assez grand. 
: ee: " A 
La conclusion est que la limite de », est la méme que celle de B? 


c’est-a-dire que la limite de la valeur moyenne de 
1= MM’=\/om + Om’, 


M’ étant un point pris au hasard a lintérieur de la sphére S’ de 
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ame ae es 
Ee eae 


Séparons, au numérateur et au dénominateur, d’une part li 
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